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Matematyka

Poziom podstawowy

1. Opis arkusza

Arkusz egzaminacyjny z matematyki na poziomie paastvym skladat giz 25 zada zamknitych
wielokrotnego wyboru oraz 9 zatlatwartych. Zadania sprawdzaty wiadafoiooraz umiegtnosci
opisane w giciu obszarach wymagangolnych podstawy programowej z matematykjkorzystanie

i tworzenie informacji (cztery zadania zamigie i jedno zadanie otwarte krotkiej odpowiedzi),
wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji (czterndcie zada zamkngtych i jedno zadanie
otwarte krotkiej odpowiedzi)ynodelowanie matematyczngpig¢ zada zamkngtych, jedno zadanie
otwarte krotkiej odpowiedzi, jedno zadanie otwameszerzonej odpowiedzi)ljzycie itworzenie
strategii (dwa zadania zamkete, jedno zadanie otwarte krétkiej odpowiedzi, dxealania otwarte
rozszerzonej odpowiedzi) oramzumowanie i argumentacja (dwa zadania otwarte krotkiej
odpowiedzi). Za rozwizanie wszystkich zadadapcy mogt otrzyma 50 punktow.

2. Dane dotyczce populacji zdapcych
Tabela 1. Zdagy rozwihzujacy zadania w arkuszu standardowym*

Liczba zdajacych 14 876

z licebw ogélnoksztatzych 9330

z technikow 5 546

ze szkoét na wsi 497

ze szko6t w miastach do 20 tys. mieszb@w 1863

_ o ze szkot w miastach od 20 tys. do 100 tys. miesaka 6 803

Zda;qc_y TOZWRZUJACY |56 s7k6t w miastach pougj 100 tys. mieszkedw 5713
zadania w arkuszu

standardowym ze szkot publicznych 13 391

ze szkot niepublicznych 1485

kobiety 8178

mezczyzni 6 698

bez dysleksji rozwojowej 12 921

z dysleksj rozwojowg 1955

* Dane w tabeli dotyczgwszystkich tegorocznych absolwentow.

Z egzaminu zwolniono 2 ucznidw — laureatow i fisdiw Olimpiady Matematycznej.

Tabela 2. Zdagy rozwihzujacy zadania w arkuszach dostosowanych

Zdajacy Z autyzmem, w tym z zespotem Aspergera 43

rozwiazujacy zadania| stabowidzcy 28

w arkuszach w wersjf niewidomi 0

dostosowanej stabostysacy 28
niestysacy 8
Ogotem 107
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3. Przebieg egzaminu

Tabela 3. Informacje dotysee przebiegu egzaminu

Termin egzaminu 7 maja 2019
Czas trwania egzaminu 170 minut
Liczba szkot 298

Liczba zespotéw egzaminatorow 15

Liczba egzaminatorow 306

Liczba obserwator6W(§ 8 ust. 1) 16

Liczba , | W przypadku:

uniewanien art. 44zzv | stwierdzenia niesamodzielnego 0

pkt 1 rozwiazywania zada przez zdajcego
art. 44zzv | wniesienia lub korzystania przez
pkt 2 zdapcego w sali egzaminacyjnej 0
z urzdzenia telekomunikacyjnego
art. 44zzv | zaktocenia przez zdgjego prawidlowego
pkt 3 przebiegu egzaminu 0

art. 44zzw | stwierdzenia podczas sprawdzania prac
niesamodzielnego rozwiywania zada 0
przez zdajcego

art. 44zzy | stwierdzenie naruszenia przepisow

ust. 7 (1-9) | dotyczcych przeprowadzenia egzaminu 0
maturalnego
art. 44zzy | niemaznosé ustalenia wyniku (np. 0
ust. 10 zaginkcie karty odpowiedzi)
inne 0
Liczba wghdow’ (art. 44zz7) 124

1 Na podstawie rozpogdzenia Ministra Edukacji Narodowej z dnia 21 grad2016 r. w sprawie szczeg6towych warunkéw
i sposobu przeprowadzania egzaminu gimnazjalnegaaminu maturalnego (Dz.U. z 2016 r., poz. 228%m.).
2 Na podstawie ustawy z dnia 7 wimia 1991 r. o systemigswiaty (tekst jedn. Dz.U. z 2019 r., poz. 1481).
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4. Podstawowe dane statystyczne
Wyniki zdaj acych
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Wykres 1. Rozkiad wynikéw zdgych

Tabela 4. Wyniki zdaych — parametry statystyczne*

. - . . p . Odchylenie
. Liczba Minimum | Maksimum | Mediana | Modalna | Srednia Odsetek

Zdajacy zdajacych | (%) %) (%) (%) %) Sta”?;);dwe sukcesow*
ogétem 14 876 0 100 58 52 57 25 84%
w tym:
z licebw 9330 0 100 66 96 63 25 89%
ogolnoksztatecych
7 technikéw 5546 2 100 44 22 47 21 76%
bez dysleksji 12 921 2 100 56 52 57 25 84%
rozwojowej
z dysleksi 1955 0 100 60 96 59 24 87%
rozwojowg

* Parametry statystyczne podane zostaly dla gazadych 30 lub w¢cej zdagcych.
** Dane dotycz tegorocznych absolwentéw, ktorzy przysti do wszystkich egzaminéw oboygkowych.
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Tabela 5. Poziom wykonania zada

z,\:clir:r?i; Poziom wykonania
W Wymaganie ogoélne Wymaganie szczegotowe zadania
arkuszu (%)
. 1. Liczby rzeczywiste. Zdagy wykorzystuje
!I.' Wykorzystar_ue definicje logarytmu i stosuje w obliczeniach 73
1. I interpretowanie . .
reprezentacii wzory na logarytm iloczynu, logarytm ilorazu
P I i logarytm potgi o wyktadniku naturalnym (1.6).
Il. Wykorzystanie 1. Liczby rzeczywiste. Zdagy oblicza patgi o 32
2. i interpretowanie wykfadnikach wymiernych i stosuje prawa dziata
reprezentaciji. na potgach o wyktadnikach wymiernych (1.4).
Il Modelowanie 1. Llczby rzeczywiste. Zd@y WykonUJe_ &7
3. obliczenia procentowe, oblicza podatki, zysk
matematyczne.
z lokat (1.9).
I. Wykorzystanie 3. Rownaq|a| nierownaei. ngﬁcy sprgwdza, 56
4, . 2T - czy dana liczba rzeczywista jest rogzzaniem
i tworzenie informaciji. . . S
réwnania lub nieréwnii (3.1).
3. Rownania i nieréwniei. Zdapcy wykorzystuje
5 I. Wykorzystanie interpretaci geometrycza uktadu rowna 89
' i tworzenie informaciji. pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi
(3.2).
I. Wykorzystanie 3. Rown,ama| merowmm. Zdapcy rozwhzuje -
6. i tworzenie informacji proste rGwnania wymierne, prowage do
' réwnan liniowych lub kwadratowych (3.8).
4. Funkcje. Zdajcy oblicza ze wzoru waroé
Il. Wykorzystanie funkciji dla danego argumentu. Postuguje si
7. i interpretowanie poznanymi metodami rozezywania rowna do 65
reprezentaciji. obliczenia, dla jakiego argumentu funkcja
przyjmuje dan wartcs¢ (4.2).
4. Funkcje. Zdajcy odczytuje z wykresu
wlasndaci funkcji (dziedzir, zbiér wartdci,
Il. Wykorzystanie miejsca zerowe, maksymalne przedziaty,
8. i interpretowanie w ktoérych funkcja maleje, émie, ma staly znak; ”
reprezentaciji. punkty, w ktorych funkcja przyjmuje w podanym
przedziale wart& najwieksz lub najmniejsz)
(4.3).
4. Funkcje. Zdajcy odczytuje z wykresu
wihasndci funkcji (dziedzir, zbior wartdci,
Il. Wykorzystanie miejsca zerowe, maksymalne przedziaty,
9. i interpretowanie w ktérych funkcja maleje, émie, ma staly znak; 65
reprezentacji. punkty, w ktérych funkcja przyjmuje w podanym
przedziale wart& najwicksz lub najmniejsz)
(4.3).
Il. Wykorzystanie 4. Fuqkqg. quqcy wykorzystIUJe yviasnm .
- . funkcji liniowej i kwadratowej do interpretacji 71
10. | Tinterpretowanie zagadnié geometrycznych, fizycznych itp. (tak
reprezentacji. g g ycznyeh, fizycznych 1ip.

osadzonych w kontékie praktycznym) (4.12).
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I1l. Modelowanie

5. Ciagi. Zdapcy stosuje wzoér na-ty wyraz i na

85

11. matematyczne. sune n poczatkowych wyrazéw cigu
arytmetycznego (5.3).
b Il Modelowanie gl.JCagl. zgaﬁfg st(gﬁwe gig:,\,nq-tﬁ wyraz i na 66
" | matematyczne. Tz N POCATKOWYCh Wy @g
geometrycznego (5.4).
Il. Wykorzystanie 6. Trygp_.no_metna. Zdaj_:y, Znajic wartagé Jed_nej
S . z funkcji: sinus lub cosinus, wyznacza wacio 85
13. | Iinterpretowanie "
.. pozostatych funkcji tego samegat& ostrego
reprezentacji.
(6.5).
14 IV. Uzycie i tworzenie 7. Planimetria. Zdapy stosuje zalenosci migdzy 69
© | strategii. katemsérodkowym i katem wpisanym (7.1).
. 7. Planimetria. Zdagy rozpoznaje trojty
15. l Wykorz_ys_tanle - podobne i wykorzystuje cechy podoiséva 62
i tworzenie informaciji. s
trojkatow (7.3).
7. Planimetria. Zdapy korzysta z whasrioi
V. Uzycie i tworzenie funkcp trygonometrycznych w fatwych 64
16. stratedgii obliczeniach geometrycznych, w tym ze wzoru ha
gt pole trojkata ostrolitnego o danych dwaéch
bokach i lscie midzy nimi (7.4).
Il. Wykorzystanie 8. G_eometna n:’.'cl pIaszqry_e karteZJasklg.
L . Zdajacy bada rownolegkg i prostopadtéc 78
17. | iinterpretowanie e . .
.. prostych na podstawie ich réwnkierunkowych
reprezentacji.
(8.2).
8. Geometria na plaszcayie kartezjaskiej.
Il. Wykorzystanie Zdajacy wyznacza réwnanie prostej, ktora jest
18. | iinterpretowanie réwnolegta lub prostopadta do prostej danej 67
reprezentaciji. w postaci kierunkowej i przechodzi przez dany
punkt (8.3).
8. Geometria na plaszcayie kartezjaskiej.
Il. Wykorzystanie Zdajacy znajduje obrazy nlektory_ch f|g_ur
L . geometrycznych (punktu, prostej, odcinka, 45
19. | iinterpretowanie . . Lo .
reprezentacii okregu, trojlata itp.) w symetrii osiowej
P Il wzgledem osi uktadu wspoteinych i symetrii
srodkowej wzgédem pocztku uktadu (8.7).
!I.' Wykorzystar_ue 8. Geometria na plaszcayie kartezjaskiej. 61
20. | iinterpretowanie . . X . .
- Zdajacy oblicza odlegtéé dwdch punktéw (8.6).
reprezentacji.
9. Stereometria. Zdagy okrela, jaka figura jest
Il. Wykorzystanie dany przekroj prostopadicianu ptaszczyzn
21. | iinterpretowanie (9.5). 72
reprezentacji. G10. Figury ptaskie. Zdagy stosuje twierdzenie
Pitagorasa (G10.7).
Il. Wykorzystanie G11. Bryly. Zdajcy oblicza pole powierzchni 23
22. | Iinterpretowanie i objetos¢ walca, staka, kuli (G11.2).
reprezentaciji.
5 | Wykorzystanie G9. Statystyka opisowa i wprowadzenie do 68

i interpretowanie

rachunku prawdopodohistwa. Zdajcy
wyznaczaredni arytmetyczn i mediar
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reprezentaciji. zestawu danych (G9.4).
10. Elementy statystyki opisowej. Teoria
prawdopodobigstwa i kombinatoryka. Zdagy
24 I1l. Modelowanie zlicza obiekty w prostych sytuacjach 73
" | matematyczne. kombinatorycznych, niewymaggych wycia
wzoréw kombinatorycznych, stosuje regut
mnazenia i regud dodawania (10.2).
10. Elementy statystyki opisowej. Teoria
. Modelowanie prawdopodobigstwa i kombinatoryka. Zdagy
25. ) oblicza prawdopodobiestwa w prostych 79
matematyczne. . . o
sytuacjach, stosag klasyczi definicje
prawdopodobigstwa (10.3).
|. Wykorzystanie 3. Rownania i nieréwrigi. Zdapcy korzysta
26. | i tworzenie informacji. z whasndci iloczynu przy rozwizywaniu rowna 3
typux(x+ 1)(x—7) = 0 (3.7).
Il. Wykorzystanie 3. Réwnania i nieréwnimi. Zdapcy rozwazuje
27. | iinterpretowanie nieréwnaci kwadratowe z jedpniewiadoma, 74
reprezentaciji. (3.5).
) 2. Wyrazenia algebraiczne. Zdgjy wzywa
28. V Rozumowgnle wzoréw skréconego mrenia na(ai b)2 oraz 19
i argumentacja.
a?-b? (2.1).
SP9. Wielokty, kota, okegi. Zdapcy stosuje
V. Rozumowanie tW|erdzen|e o] surr.ue.akow trOjkqti,il (SP9.3). 17
29. |. . Zdajacy rozpoznaje i nazywa trajky ostrokitne,
i argumentacja. ) .
prostokitne i rozwartoktne, rownoboczne
i rownoramienne (SP9.1).
10. Elementy statystyki opisowej. Teoria
. prawdopodobigstwa i kombinatoryka. Zdagy
30. Ill. Modelowanie oblicza prawdopodobisstwa w prostych 58
matematyczne. . . o
sytuacjach, stosa klasyczm definicje
prawdopodobigstwa (10.3).
7. Planimetria. Zdapy korzysta z whasrioi
IV. Uzycie | tworzenie funkcu trygonometrycznych w fatwych £g
31. strateaii obliczeniach geometrycznych, w tym ze wzoru ha
gil- pole tréjkata ostrolgtnego o danych dwéch
bokach i lscie migdzy nimi. (7.4).
Il Modelowanie 5. Ciagi. Zdajcy stosuje wzc,)r nq—ty wyraz i na 57
32. sung n poczatkowych wyrazéw cigu
matematyczne.
arytmetycznego (5.3).
8. Geometria na plaszcayie kartezjaskiej.
ijajqcy wyznacza réwnanie prostej, k-téraje.st
IV. Uzycie i tworzenie rownoleg.iallub prosto_pgdia do pro;tej danej -
33. stratedii w postaci kierunkowej i przechodzi przez dany
gt punkt (8.3). Zdajcy oblicza wspo6hgdne punktu
przectcia dwoch prostych (8.4). Zday
wyznacza wspohednesrodka odcinka (8.5).
s IV. Uzycie i tworzenie 9. Stereometria. Zdajy rozpoznaje 44

strategii.

w graniastostupach i ostrostupacit kniedzy
odcinkami i ptaszczyznami (rdzy krawedziami
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i $§cianami, przefnymi i scianami), oblicza miary
tych katow (9.2).

6. Trygonometria. Zdagy wykorzystuje definicje
i wyznacza wartéci funkcji sinus, cosinus

i tangens ktéw o miarach od 0° do 180° (6.1).

100

1

Pogiom opanowania (%)

67 69
I I | 1
I mL V.

V.
Obszar wymagan ogonych

Wykres 2. Poziom wykonania zada obszarze wymageogolnych
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Poziom rozszerzony

1. Opis arkusza

Arkusz egzaminacyjny z matematyki na poziomie reemmym zawieral 4 zadania zamitei
wielokrotnego wyboru, 11 zadaotwartych, w tym 7 zada krétkiej i 4 zadania rozszerzonej
odpowiedzi. Zadania sprawdzaty wiadaimiooraz umiegtnosci opisane w giciu obszarach wymaga
ogoélnych podstawy programowej z matematykiykorzystanie i tworzenie informacji (jedno
zadanie zamkate), wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji (dwa zadania zamkgte i dwa
zadania otwarte kroétkiej odpowiedzijodelowanie matematyczndjedno zadanie zamksie, jedno
zadanie otwarte krotkiej odpowiedzi ijedno zadaoisvarte rozszerzonej odpowiedzi)zycie

i tworzenie strategii (dwa zadania otwarte krétkiej odpowiedzi i trzydaaia otwarte rozszerzonej
odpowiedzi) orazrozumowanie iargumentacja (dwa zadania otwarte krotkiej odpowiedzi).
Za rozwhzanie wszystkich zadazdapcy mogt otrzyma 50 punktow.

2. Dane dotycace populacji zdapcych

Tabela 6. Zdaiy rozwihzujacy zadania w arkuszu standardowym*

Liczba zdajacych 3269

z licebw ogélnoksztatzych 2176

z technikow 1093

ze szkoét na wsi 31

_ o ze szko6t w miastach do 20 tys. mieszb@w 356

Zdapcy rozwzujaCy [ o 16t \w miastach od 20 tys. do 100 tys. mieszia 1319
zadania w arkuszu . - - . -

standardowym ze szko6t w miastach povgj 100 tys. mieszkecdw 1563

ze szko6t publicznych 3109

ze szkét niepublicznych 160

kobiety 1182

mezczyzni 2 087

* Dane w tabeli dotyczwszystkich tegorocznych absolwentéw.
Z egzaminu zwolniono 2 ucznidw — laureatow i fisdiw Olimpiady Matematycznej.

Tabela 7. Zdapy rozwazujacy zadania w arkuszach dostosowanych

Zdajacy Z autyzmem, w tym z zespotem Aspergera 12
rozwiazujacy zadania| stabowidzcy 5
w arkuszach w wersji niewidomi 0
dostosowanej stabostysacy 6
niestysacy 0
Ogobtem 23
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3. Przebieg egzaminu

Tabela 8. Informacje dotygee przebiegu egzaminu

Termin egzaminu 9 maja 2019
Czas trwania egzaminu 180 minut
Liczba szkot 211
Liczba zespotéw egzaminatorow 3
Liczba egzaminatorow 66
Liczba obserwator6®(§ 8 ust. 1) 4
Liczba w przypadku:

uniewaznien’ art. 44zzv | stwierdzenia niesamodzielnego 0
pkt 1 rozwiazywania zada przez zdajcego

art. 44zzv | wniesienia lub korzystania przez
pkt 2 zdapcego w sali egzaminacyjnej 0

z urzdzenia telekomunikacyjnego

art. 44zzv | zaklécenia przez zdgjego prawidtowego
pkt 3 przebiegu egzaminu 0

art. 44zzw | stwierdzenia podczas sprawdzania prac
niesamodzielnego rozyiywania zada 0
przez zdajcego

art. 44zzy | stwierdzenie naruszenia przepisow

ust. 7 (1-9) | dotyczcych przeprowadzenia egzaminu 0
maturalnego
art. 44zzy | niemaznos¢ ustalenia wyniku (np. 0
ust. 10 zaginkcie karty odpowiedzi)
inne 1
Liczba wghdow’ (art. 44zz7) 52

1 Na podstawie rozpogdzenia Ministra Edukacji Narodowej z dnia 21 grad2016 r. w sprawie szczeg6towych warunkow
i sposobu przeprowadzania egzaminu gimnazjalnegaaminu maturalnego (Dz.U. z 2016 r., poz. 228%m.).
2 Na podstawie ustawy z dnia 7 wimia 1991 r. o systemigswiaty (tekst jedn. Dz.U. z 2019 r., poz. 1481).
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4. Podstawowe dane statystyczne

Wyniki zdaj acych
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Wykres 3. Rozkiad wynikéw zdgych

Tabela 9. Wyniki zdagych — parametry statystyczne*

Zdaiac Liczba Minimum | Maksimum | Mediana | Modalna | Srednia S%c:}%hxgg\i,\?e
g zdajacych | (%) (%) (%) CORENCD %)
ogdtem 3269 0 100 34 4 39 29
w tym:
z licebw 2176 0 100 52 66 51 27
ogolnoksztatecych
z technikéw 1093 0 90 8 4 15 16

* Dane dotycg tegorocznych absolwentéw, ktorzy przysti do wszystkich egzaminéw oboygkowych.
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Poziom wykonania zada
Tabela 10. Poziom wykonania zada

Numer Poziom
zadania Wymaganie ogéine Wymaganie szczeg6towe wykonania
w zadania
arkuszu (%)
Il. Wykorzystanie 1. Liczby rzeczywiste. Zdagy stosuje w obliczeniach wzér
1. i interpretowanie na logarytm paigi oraz wzér na zamigrpodstawy 59
reprezentaciji. logarytmu. (R1.2).
Il. Wykorzystanie 6. Trygonometria. Zdagy stosuje wzory na sinus i cosinus
2. i interpretowanie sumy i r&nicy katdw, sung i rdznice sinusOw i cosinuséw 63
reprezentaciji. katéw (R6.5).
. Wykorzystanie 4. Funkcje. Zdajcy na podstawie wykresu funkgji= f(x) 73
3. I tworzenie szkicuje wykresy funkcjy = f(X)|,y = c-{x), y = f(cX) (R4.1).
informaciji.
. 10. Elementy statystyki opisowej. Teoria
4, mét“g?ndailocgﬁgle prawdopodobigstwa i kombinatoryka. Zdagy oblicza 70
y ' prawdopodobigstwo warunkowe (R10.2).
Il. Wykorzystanie 5. Ciagi. Zdajcy oblicza granice ggéw, korzystajc z granic
5. i interpretowanie ciagéw typu 1h, 1h? oraz z twierdze o dziataniach na 66
reprezentaciji. granicach cigéw (R5.2).
10. Elementy statystyki opisowej. Teoria
Il Modelowanie prawdopO(_JIobmstwa [ kor_1.1b|nato.ryka_..2dapy V\_/ykorzy_/stl_J_Je 36
6. matematvezne wzory na liczlg permutacji, kombinacji, wariacji i wariacji
Y ’ z powtdrzeniami do zliczania obiektéw w bardzigjzoinych
sytuacjach kombinatorycznych (R10.1).
Il. Wykorzystanie
/ i interpretowanie 11. Rachunek eiczkowy. Zdagcy korzysta z geometryczngj 47
' reprezentacji. i fizycznej interpretacji pochodnej (R11.3).
V. Rozumowanie 2 Wy_razenlg algebralc_zne. .Zdz@y dodaj_e, odejmuje, mug 42
8. | arqumentacia i dzieli wyrazenia wymierne; rozszerza i (w tatwych
9 1a. przyktadach) skraca wytania wymierne (R2.6).
V. Rozumowanie 7 PIan|metr|_a. ngpy rozpoznaje tréjty podobne 26
9, i arqumentacia i wykorzystuje (take w kontekstach praktycznych) cechy
9 ja. podobigistwa tréjltow (7.3).
L 7. Planimetria. Zdagy znajduje zwizki miarowe w figurach
IV. Uzycie . : . L L 31
10. . . .. | ptaskich z zastosowaniem twierdzenia sinusow irzenia
i tworzenie strategii. S
cosinusow (R7.5).
IV. Uzycie 8. Geometr[a ’na pla_szcmyle karteZJaszklej. Zdagp_y , a1
11. . ) .. | postuguje si rownaniem okggu X —d“ + (y —b“=r- oraz
i tworzenie strategii. s _ .
opisuje kota za pomamierowndgci (R8.5).
5. Ciagi. Zdapcy stosuje wzoér na-ty wyraz i na sum
12 IV. Uzycie n pocatkowych wyrazéw cigu arytmetycznego (5.3). 33
' i tworzenie strategii. | Zdajacy stosuje wzér na-ty wyraz i na sum
n pocatkowych wyrazéw cigu geometrycznego (5.4).
13 IV. Uzycie _ | 3. Réwnania i nieréwnigi. Zdajcy stosuje twierdzenie 43
' I tworzenie strategll. | o reszcie z dzielenia wielomianu przez dwumiana (R3.4).
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Zdajacy rozwizuje tatwe nieréwnii wielomianowe (R3.7).
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o 6. Trygonometria. Zdagy stosuje wzory na sinus i cosinus
IV. Uzycie PR , S P . .
14. . . .| sumy i ré&nicy katéw, sung i réznice sinuséw i cosinusow 33
i tworzenie strategii. .
katow (R6.5).
15 IIl. Modelowanie 11. Rachunek eiczkowy. Zdagcy stosuje pochodne do 46
' matematyczne. rozwiazywania zagadnieoptymalizacyjnych (R11.6).
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L . 0oL IV. .
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Wykres 4. Poziom wykonania zade obszarze wymagaogoélnych
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Komentarz

1. Analiza jakosciowa zadai

NAJLEPIEJ OPANOWANE UMIEBTNOSCI
Poziom podstawowy

Analiza wskanikow poziomu wykonania zadaz matury na poziomie podstawowym pozwala
sformulowd& wniosek,ze maturzyci najlepiej opanowali umiefnaosci:

» wykorzystania interpretacji geometrycznej ukladwmé pierwszego stopnia z dwiema
niewiadomymi;

* stosowania wzoru naty wyraz cagu arytmetycznego;

* wyznaczania warkei pozostatych funkcji trygonometrycznych tego sgmeata ostrego
znapc warta¢ jednej z funkciji: sinus lub cosinus;

e obliczania prawdopodohistwa zdarzenia z wykorzystaniem klasycznej dgfinic
prawdopodobigstwa w prostej sytuacji;

* badania rownolegfei i prostopadtéci prostych na podstawie ich rownkierunkowych.

Najtatwiejszym zadaniem w arkuszu (poziom wykonaria89%) okazato si by¢ zadanie 5.,
sprawdzajce umiegtnos¢ wykorzystania interpretacji geometrycznej ukladwmar pierwszego
stopnia z dwiema niewiadomymi. Zday w zdecydowanej wkszaci nie mieli problemu
z ustaleniem, dla jakiej wado a rozwigzaniem danego uktadu dwoéch roving dwiema
niewiadomymi jest para liczbi y.

Niewiele nizszy wynik maturzyci oshgreli w zadaniu 11. (poziom wykonania — 85%), w ktérym
nalezato obliczy¢ sung osmiu pocatkowych wyrazéw cigu arytmetycznego, gdy znany byt czwarty
I 6smy wyraz tego agu. Wicksza¢ zdapcych poprawnie zastosowata wzor na sumpocatkowych
wyrazéw cagu arytmetycznego.

Réwnie wysoki poziom wykonania (85%) odnotowano adamiu 13., w ktdrym maturggi, mapc
dany sinus &a ostrego, mieli obliczy cosinus tego d#a. Zdecydowana wksza¢ zdapcych
stosowata zalaosci miedzy funkcjami trygonometrycznymi tego sameggak a czs¢ zdapcych
korzystata z definicji funkcji trygonometrycznychtvéjkacie prostoktnym.

Z kolei zadanie 25. sprawdzato unigjos¢ obliczania prawdopodohistwa w prostych sytuacjach,
stosujc klasyczr definicje prawdopodobigstwa. Zdajcy (79%) nie mieli problemu z ustaleniem
liczby wszystkich maliwych zdarzé elementarnych w daiadczeniu oraz z wyznaczeniem liczby
zdarzé elementarnych sprzymgych rozwaanemu rezultatowi daviadczenia losowego.

Zadanie 17. sprawdzato umigjos¢ dobrania wartéci wspotczynnika m, wysgpujacego
w rdwnaniach dwdéch prostych, tak, aby dwie proskeedtone rownaniami kierunkowymi byly
prostymi rownoleglymi. Naleato w tym celu rozwizat réwnanie liniowe z jedn niewiadona.

78% maturzystbw rozwrato to zadanie bezfsinie, wykazyc Sk znajomdcia warunku
réwnolegtaci prostych.

Nietrudno zauway¢, ze maturzyci na poziomie podstawowym najlepiej opanowali yatiesci
stosowania p@f oraz korzystania z ich elementarnych wigsnw sytuacjach typowych. Zauvway,
ze wymienione wyej zadania, ktére zostaty begthhie rozwazane przez 80% i wtej zdajcych, s
zadaniami jedno- lub dwuczynémowymi. Zadania te nie m@jszerszego kontekstu, ich rozaanie
nie wymaga wykonania dodatkowych czygcip a — co meée najwaniejsze — umiftnosci
sprawdzane tymi zadaniami zostaly precyzyjnie omsa dotyczyly typowych sytuacji.
Do rozwhzania tych zadawystarczytla bowiem znajond® podstawowych pef matematycznych
i najwazniejszych wlasngi rozwazanych obiektéw, poprawna interpretacja tekstu matgoanego,
umiegtnos¢ zastosowania wéaiwego algorytmu i elementarna sprawéo rachunkowa.
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Poziom rozszerzony

Analiza wskanikow poziomu wykonania zadawystpujacych w zestawie egzaminu maturalnego
z matematyki na poziomie rozszerzonym pozwala di@wac wniosek, ¥ wsrod zada
wystepujacych w zestawie egzaminacyjnymadne z zadanie bylo bardzo tatwe dla tegorocznych
maturzystéw.

Spasréd tegorocznych zadanajtatwiejsze byly te, przy rozwdywaniu ktorych nateato zastosowa
konkretne twierdzenia w typowych kontekstach lutk@rgyst& popularne wzory.

Najtatwiejsze dla zdagych byly zadania zamkgte.

Zadanie 3. (poziom wykonania zadania 73%) sprawdaediegtnos¢ szkicowania wykresu funkcji
i okreslania liczby rozwazan rownania. Szkicowanie wykresu funkcji z wadia bezwzgédm nie
przysparza trudrigi wickszdci zdapcych.

Z kolei zadanie 4., przy rozgdywaniu ktérego nal@lo wykaz& sig umiegtnoscia obliczania
prawdopodobigstwa warunkowego, poprawnie rozgato 70% zdaicych.

Nieco nizszy wynik osigreli maturzyéci w zadaniu 5. (poziom wykonania — 66%), w ktomyatezato

1 1
obliczy¢ granice cigéw, korzystajc z granic cigow typu —, —; oraz z twierdze
n n

o dziataniach na granicachagdw, a nasfpnie zakodowatrzy kolejne cyfry po przecinku rozwitia
dziesktnego otrzymanego wyniku.

Poziom opanowania sprawdzanych ugtigpsci przez powysze zadania pozwala stwierdzi
ze liczna grupa zdagych opanowata nagiujace umiegtnosci podstawy programowej:

» szkicowania wykresow funkcji z wakitia bezwzgédna;

* budowania prostego modelu probabilistycznego ptdicpaniu prawdopodobistwa
warunkowego;

» obliczania granic agow.

UMIEJETNOSCI SPRAWIAXRCE NAJWIEKSZE TRUDNCACI

Na poziomie podstawowymmaozna zauwayé¢, ze najwgksze trudnéci sprawiaj maturzystom
rozwiagzania zada, w ktorych wymagane jest przeprowadzenie kilkueteggo rozumowania, w tym
podanie argumentow uzasada@jch jego poprawng oraz sformutowanie na tej podstawie
wnioskow kaicowych. W maju 2019 roku €6 trudne dla maturzystéw okazatyg stadania typu
Wwykaz, ze" w zakresie algebry i geometrii — zadania 28.i 2

W zadaniu 29. zdagy oshgreli poziom wykonania 17%, Zaw zadaniu 28. — 19%. Do niskich

wynikéw, oprdcz niskiego poziomu opanowania ugiigsci przeprowadzania i zapisania prostego
rozumowania sktadagego s¢ z kilku krokoéw, przyczynity si w sposob istotny opuszczenia obu
zada. Cz$¢ maturzystow w zadaniu z poleceniem ,wykze” nie podgta zadnej proby rozvezania.

Nalezy podkréli¢, ze na poziomie podstawowym niski poziom wykonani2242 ma rownie zadanie
33., w ktérym maturzici musieli wykazé sig umiegtnoscia zastosowania strategii wynikap]
wprost z tréci zadania. W tym przypadku, w odréeniu od dwoch zadatypu ,wykaz, ze”,
opuszczenia nie miaty tak istotnego wplywu na wiskatatwaosci — decydujca role odegrat tutaj brak
catcsciowe] koncepcji rozwizania zadania, &lly w interpretacji tréci oraz brak funkcjonalnego
opanowania pefia symetralnej odcinka. Analiza poprawnych sposoliGzwigzan oraz bekddw
najczsciej popetnianych przez zdajych zostata zamieszczona vesd 2. ,,Problem pod lug'.
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Przeanalizujmy zatem poprawne sposoby rezaii oraz bedy, jakie wysipity w dwdch
najtrudniejszych zadaniach z tegorocznego egzammaduralnego na poziomie podstawowym.
Najtrudniejsze z nich to zadanie 29., ktére wymagad maturzysty uzasadnienigg miara jednego
Z katow jest rowna trzykrotni@i miary innego kta.

Aby wykaza, ze miara rozwzanego ktaASD jest réwna trzykrotni@i kata, ktérego miara jest
réwna a , mazna byto zauway¢, ze trojkat CSB jest rownoramienny o ramionad®S i BC, wobec
tego miary ktowBSCi BCS s réwne. Nasipnie naleato obliczyé dla tréjkata ABS miar
kata ABSprzylegtego do &a CBS, ktéra jest ro(wnaa . P&niej naley zauwayd¢, ze trojkat ABS
réwniez jest rownoramienny o ramionacAS i BS, wiec miary ktéw ABSi BAS s réwne, sid
miara kta ASB jest rownal80 — 4 . Pozostato zauwgc, ze suma ktéw ASD, ASB i BSCjest
katem pOtpetnym, wic suma ich miar jest rownd80, co po podstawieniu miaratow ASBi

BSCprowadzito do otrzymania zaieosci ‘D ASQ =3a. To kaczy dowdd.

Drugi sposo6b polegat na zauseaiu, ze trojkat ABSjest rownoramienny, i zapisaniu miagtéw
tréjkata BSC w zalenosci od miary kta ABS, nastpnie przeprowadzeniu analogicznego
rozumowania, jak w sposobie pierwszym; sumgdk ASD, ASB i BSCjest katem p6tpetnym,
wiec suma ich miar jest réwnd80, co po podstawieniu miaratdw ASBi BSC prowadzito

do otrzymania zalaosci |D ASEP =3a. To kaczy dowdd.

Kolejne poprawne uzasadnienia wskazanejzrakei polegaty na wykorzystaniu przez zgiajch
znanych twierdze lub definicji. W trzecim sposobie rozagiania tego zadania zday korzystali
z definicji katow przylegtych, a w czwartym — z twierdzeniagzie wpisanym grodkowym opartym
na tym samym tuku, co po kilku przeksztatceniaatw@dzito do otrzymania tezy.

Ponizej zamieszczamy poprawne rozwania tego zadania wykorzystog omoéwione sposoby
(przykiad 1., przykiad 2., przyktad 3.).

Przyktad 1.
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Zdajacy wykazat s§ umiegtnoscia przeprowadzania i zapisania prostego rozumowskiadajcego
si¢ z kilku krokéw oraz podat trafn argumentagj powotupc sk na odpowiednie twierdzenia
i definicje.

Przyktad 2.

® Laoly ACS | BScC
k"-}‘_‘j 59 rewne o

H'JH ] , o kgt COBS = 30 4~
B | :
v/ o o ki}?‘ ABS 1 BAS
4 3 5? rowng
A~ ~ B
= AP 0O
/.“ AP0 -1 ot o kot ASC @ Wag
h_ﬁ C
A k?.,( AET) =

480 - [180-20)=
=480 - 480 + D= 2o
C.N
Zdajacy poprawnie obliczyt miar kata ASC, a nasipnie skorzystat z definicji dt6w przylegtych
i poprawnie obliczyt miay kata ASD.
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Przykiad 3.

LI
R
n

Zdajacy zauwayt, ze katy EABi ESBsa oparte na tym samym tuku, skorzystat z twierdzenia
0 sumie miar k6w wewretrznych w tréjlkacie AECi obliczyt miar kata AEC, nastpnie zauwayt,

ze katy AECi AED s przylegte, wgc suma ich miar jest rownd80. W ostatnim etapie
rozwiagzania ponownie zauvigt, ze katy AEDi ASD s oparte na tym samym tuku, zatemt k
srodkowy ASDjest dwa razy wikszy od lata wpisanegoAED, czyli jego miara jest rown3a .

Czwarty spos6b rozwrania podejmowany przez zdeych polegat na sprawdzaniu, czy miara
‘D ASQ=3U spetnia otrzymane rownanie. Zasadnicze trédngozwiazania zadania zdajy
najczsciej pokonywali analogicznie jak w poprzednio omémgch przyktadach .
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Przyktad 4.
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Kolejny poprawny sposéb polegat na zapisaniuzzedei miedzy katami a , DSA oraz dowolnym
katem trojlata ABS w postaci uktadu np. czterech révina czterema niewiadomymi, zapisaniu

zaleznosci tych zmiennych oda, a nasipnie sprawdzeniu, czy miar@ AS[}=30’ spetnia
otrzymane rownanie. Taki sposob rozeénia zostat zilustrowany przyktadem 5.
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Przyktad 5.
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Czes$¢ zdapcych poprawnie rozpoczynala rozwywanie zadania, jednak albo nie potrafita
doprowadzi rozumowania poprawnie do ikea, albo nie kaczyta rozumowania. Prezentujemy
przyktady takich niepetnych rozauan. W przykladzie 6. zdagy nie potrafit powazat
otrzymanych zalmosci i wykorzystd faktu, ze suma koéw ASD, ASB i BSC jest ktem

potpetnym, wec suma ich miar jest rowrnb80 .

Przyktad 6.
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Zdajacy poprawnie wyznaczyt zaleosci miedzy katamif i a oraz medzy katami ai ), jednak
w koncowej czsci rozwigzania skorzystat z tezy. A wystarczytby fakle suma miar &oéw
w tréjkacie ASD jest rownal8Qi zapisa 2y+|D AS[}Zl80, podstawé za 180 otrzyman

wczesniej zalenos¢ 2+ 3a = 180, co prowadzito wprost do otrzymania tezy.

W przyktadzie 7. zdapy zauwayt, ze trojkaty ABSi CSBs rownoramienne. Dalej jednak popetnit
btedy w ustalaniu zalaosci miedzy katami [ i a oraz zapisat sprzeczne zzki: =180 - 2r
i B=2a.

Przykiad 7.
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B+1L =A%
B = Ago - 2L}

‘ [ Nr zadania
Wynelnia T e alo

Podkréli¢ nalezy, ze w zadaniach, w ktorych istotest uzasadnienie tezy, maksynaaliitzbe
punktbw mana otrzymé tylko za rozwizanie zawierace petne uzasadnienie. Oznacza to
w szczegolngci, ze w zadaniu 29. dwa punkty za rozeanie byly przyznawane jedynie zaiaym,
ktérzy przedstawili w petni poprawne rozumowaniekagywanej prawictowsei.
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Przyktadem 8. ilustrujemy wprawdzie poprawnie razgte przez zdagego, ale niedokwzone
rozwiazanie.

Przyktad 8.

P:I?c" 2

4 pSC = gBLS 474

I‘-{=J30'l\£

Zdajacy zauwayt tylko, ze trojkaty ABSi CSBsa rownoramienne oraz zapisat poprawne zabéci
migdzy katamiB i a oraz i i y. Nalealo dalej zapisazaleznosci miedzy katami y i a , a take

miedzy katamiyi a:y =180 -180+ 2r= 2 i 1 =180 — 4 oraz wykorzysté fakt, ze suma
katow ASD, ASB i BSC jest ktem poipetnym i sprawdzi czy kt 3a spetnia
rownanie3a +180 — 4r + a = 180, co kaczyto dowdd.

Liczna grupa zdafych, ktérzy podili rozwiazanie, popetnita kH polegaicy na przygciu
konkretnych miar &ow.

Ponizej przedstawiamy przyktad takiego — niepoprawnegazwiazania (przyktad 9.).

Przyktad 9.
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Takie préby rozwizania g o tyle zaskakuice, ze co roku w schematach punktowania na stronie
internetowej Centralnej Komisji Egzaminacyjnej zagzczana jest uwaga 0 zerowaniu razad,
w ktorych zdajcy sprawdza prawdzivé tezy jedynie dla konkretnych waéto.

Innym bkdem, czsto popetnianym przez zdapych, byto przyjmowanie szczegdlnych zado
0 rozwaanych obiektach matematycznych. W zadaniu 2%s$¢czdapcych, rozpoczynag
rozwigzanie zadania, przyjmowata ¢bhe zatgenie, ze trojkat ASD jest réwnoboczny albo,

ze tréjkat ASB jest prostoitny, i na tym zateeniu opierata swoje rozumowanie. Takiedse
rozwiagzania przedstawiamy w przyktadach 10. i 11.

Przyktad 10.

gl 1| Ll

i

P REL: PR 2 2
| eio]” {ﬁ:ﬂnp-é-.g
- EI.
ﬁ’?w:ﬂﬁ?‘iaf*

AP0 £ Dot b 4 (2

AL0T= B0 /Y chol
I(";: = 1007 ]r :
(X788 = dhe’=p= = 490°

ATERI 1 ‘;-J L (A EPV



28 Sprawozdanie z egzaminu maturalnego 2019

Przyktad 11.
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Zadanie 28. byto kolejnym, ktore sprawito tegorgamnmaturzystom najwcej ktopotow (poziom
wykonania 19%). Maturzgi zmierzyli st w nim z wykazaniem,ze dla dowolnych liczb

rzeczywistycha i b spetniona jest nagtujaca nierowné¢ 3a°—2ab+ 30 > C. Najczsciej
stosowanym sposobem dowodzenia bylo rowrmmeaprzeksztalcanie tezy twierdzenia, mim®
wielu maturzystow tego w swoich rozwaniach nie zapisywato. k8j poprawne rozwgzanie
zdapcego, ktéry trafnie formutuje swoje uzasadnienieskazuje na rownowae przeksztatcanie tezy
(przyktad12.) oraz rozwianie z poprawnym uzasadnieniem, lecz bez zapisowmowanosci
przeksztaice (przyktad 13.).
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Przyktad 12.
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Przyktad 13.
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Zdajacy potrafili tez, po przeprowadzeniu bezbhych przeksztal@enieréwndci do postaci, z ktorej
mozna w tatwy sposOb wnioskowao prawdziwdci tezy, opatrz§ rozwiazanie niewtdciwym
komentarzem. Pongj takie widnie rozwhzanie.

Przykiad 14.
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Czs¢ zdapcych przedstawita niepetne rozwanie tego zadania, nagéezie] przerywagc
rozumowanie na etapie przeksztalcania nier@einana podstawie ktorej moa juz sformutowa
komentarz uzasadnigy przyjmowanie wycznie nieujemnych warfoi przez wyraenia. Jednak
zdapcy takiego adekwatnego argumentu nie przytaczaleiformutowali odpowiedniego wniosku
0 prawdziwdci tezy. Takie rozwizanie rownie nie pozwalalo na przyznanie zglgym maksymalnej
liczby punktow (przyktad 15. i przykiad 16.).

Przyktad 15.
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Przykiad 16.
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Za takie rozwigzania mana byto otrzyméatylko 1 punkt.

Analizujac rozwizania bédne, zaprezentowane przez maturzystéwzmaobyto dostrzec rownie
takie, w ktorych hid powstawal ju na etapie przeksztatcania nieroeio Typowym dla
tegorocznych maturzystowddem byto dzielenie nieréwioi przez 3 z jednocZeie popetnionym
btedem rachunkowym (przyktad 17.) albo ,gubienie” bgz3 (jak w przyktadzie 18.). Powodowato
to na ogét istotne uproszczenie problemu.
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Przyktad 17.
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Przykiad 18.
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W obu tych przypadkach 4d popetniony przez zdgych doprowadzit do sytuacji, w ktorej
zrealizowali oni rozumowanie pomigge konieczn& sprowadzenia lewej strony nierowoo
do sumy kwadratu #dicy liczb rzeczywistycha i b oraz podwojonych kwadratéw liczlayoraz liczbyb,

co bylo istof dowodu wyfciowego twierdzenia i wymagato przytoczenia odpalniego komentarza
uzasadniajcego prawdziwg lewej strony nierOwnsei.

Czasem zdafy zamieszczali w arkuszach egzaminacyjnych taldewinzania, w ktorych
rozumowanie kaczy sk po dwdch, trzech przeksztalceniach tezy, jak wyldedizie 19.,
a wnioskowanie o stuszéad tezy z otrzymanej przez zdaggo nierOwngci nie jest wcale oczywiste.
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Przyktad 19.
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Nalezy podkréli¢, ze wéréd maturzystdw zdarzajsic osoby poszukgpe wilasnych sposoboéw
rozwiagzan, prowadacy nieschematyczne rozumowanie. Warto ddceakie dziatania, zwtaszcza
w przypadku zadapostrzeganych przez gkiszasi¢ zdapcych jako trudne.

Jednak w porej zamieszczonym przykfadzie 20. k@ zauway¢, ze zdajcy, ch& dwukrotnie
podejmowat nieudoln préke rozpatrzenia przypadkéw, w x@ej z nich popetnit bid rachunkowy
I nie rozwayt przypadku zerowania gizmiennej. Ponadto nie potrafit wykorzystatrzymanego
wyniku i odpowiednio go skomentowaA wystarczylo stwierdzi ze obliczony wyranik trojmianu
kwadratowego jest ujemny, zatem trojmian kwadratowg ma pierwiastkow. Przy najugzej
potedze tréjmianu kwadratowego stoi liczba dodatnizz&@em lewa strona nieréwfw przyjmuje
zawsze wart@ dodatni. Oznacza toze nierowné¢ jest prawdziwa dla dowolnej liczleyi dowolnej
liczby b réznej od zera. Rozwgé przypadek np.b=0 i stwierdzt, ze otrzymujemy nieréwni
3a’ = 0, ktéra jest prawdziwa dla dowolnej liczby rzeczstgja, bo wyraenie po lewej stronie jest
wielokrotncicia kwadratu liczby. Z rozwanych dwoch przypadkéw wynikae nieréwngéé jest
prawdziwa dla dowolnych rzeczywistych licah b.

Przyktad 20.
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Wséréd bkdnych rozwizan, niestety nadal bardzo ¢sto, dominowaty takie, w ktérych wielu

zdapcych wykonywato sprawdzanie popravsnonierowndci jedynie dla konkretnych wara liczb
ai b (przyktad 21.).

Przyktad 21.
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Na poziomie rozszerzonym najwiecej trudndci tegoroczni maturdgi mieli z rozwhzaniem
zadania 9., o czynm$wiadczy niski poziom wykonania tego zadania — 268fsrawdzato ono
umiejtnosci z obszaruRozumowanie i argumentagjaa wymagato przeprowadzenia dowodu
geometrycznego dotygeego zalenosci migdzy diugaciami odcinkow w podstawie trgjka.
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Zdajacy przyjmowali ré@ne drogi rozumowania, jednak w przexapcej liczbie korzystali
z podobi@éstwa tréjlatow. Zdecydowana wkszdi¢ maturzystow, ktérzy rozweali to zadanie
poprawnie z wykorzystaniem podohs&twa, wskazywata trogity podobne, powotaf sk na cech
podobigistwa kqt, kqt, kqt), nastpnie zapisywata stosunki odpowiednich bokéw, z ybr to
zwiazkow wyprowadzata tez(przyktad 22. i przyktad 23.).

Przykiad 22.
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Przyktad 23.
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Duza grupa zdagych, ktéra rozwizata to zadanie poprawnie, korzystata z przystaavéndijkatow.
Takie rozwizania zilustrowano przyktadem 24. i przykladem 25.

Przyktad 24.
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Przyktadem 25.
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Niektorzy maturzyci przeprowadzili dowdd z zastosowaniem zatéci trygonometrycznych.
Oto przyktad poprawnego rozaziania z wykorzystaniem takiej drogi rozumowania.

Przyktad 26.
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Wsréd maturzystow poprawnie prowadych rozumowanie, byli tacy, ktérzy jednak nie
przeprowadzili petnego rozumowania. Pajiprzykiad takiego rozwrania, w ktorym zdapy nie
uzasadnit przystawania trajiow (przyktad 27.).
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Przykiad 27.

A LA e gyt
e W T L
MuER o SR DL B

o o o . L o
= Tbkﬂrﬁ.}—x *m:g_i{i.&ﬂia

Analogicznie, jak w ocenie rozeaan zad& na dowodzenie z arkusza poziomu podstawowego,
podkreli¢ nalery, ze w zadaniach, w ktérych trzeba wyké&zaawdziwaé¢ tezy, maksymalnliczbe
punktéw mana otrzyma tylko za rozwizanie zawierace pelne uzasadnienie. Oznacza
to w szczegdlngi, ze w zadaniu 9. trzy punkty za rozamanie byly przyznawane jedynie zgtaym,
ktorzy przedstawili w petni poprawne rozumowaniekegywanej prawidtowsiei.

Duza grupa maturzystébw nie pet proby rozwizania tego zadania, a spad tych, ktérzy
prébowali wykaza tez, wielu nie potrafito poprawnie zweryfikowaej prawdziwdgci.

Czs¢ zdapcych poprawnie rozpoczynata rozumowanie, jednakalgzej czsci rozwiazania albo
przyjmowata bédne zateenia (przyktad 28.), albo po prostunkayta rozwizanie, poniewa nie
potrafita wykorzysta otrzymanych zatenosci (przyktad 29.).



Matematyka 39

Przyktad 28.
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Zdajacy rozpocat dowod, poprawnie wskazig trojkaty podobne, jednak p@aiej przypt btedne
zatazenie,ze punkty Si T s srodkami bokow.
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Przyktad 29.
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Analogicznie jak na poziomie podstawowymestym bkdem popetnianym przez zdajch, byto
przyjmowanie szczegollnych zakh o rozwaanych obiektach matematycznych. Przykladem 30.
ilustrujemy oparcie dowodu na nieuprawnionym zatou, ze trojkat ABCjest tréjlkatem
réwnobocznym.

Przyktad 30.
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Inni zdapcy przyjmowali réwnie¢ nieuprawnione szczegllne zzdoie, ze punkty M

Sprawozdanie z egzaminu maturalnego 2019

srodkami boké6wACi BCodpowiednio (przyktad 31.).

Przyktad 31.

Czasami zdapy nie zakiadali wprost o pateniu punktéw M

i Nsa

i Nw srodkach bokow,
ale przyjmowali zatezenie,ze prostaMN jest réwnolegta do podstawgiB tréjkata

Rownie czsto zdarzato si ze zdajcy dowody opierali na nieprawdziwych zatesciach medzy

trojkatami, stwierdzajc, ze trojkaty ASMi BNT sa przystajce. Takie rozwizanie prezentujemy
w przyktadzie 32.

Przyktad 32.
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Po analizie rozwizan zadania 9. nasuwaesbpostrzeenie, ze tegoroczni maturzgi nie potrafy
wlasciwie wykorzysté znanych im twierdag albo rozwaaja szczegdllne przypadki, przyjnagj
nieuprawnione zakenia o figurach geometrycznych. W swych raganiach powotywali si
na twierdzenia, ktoére przy ich metodzie rozzeinia nie miaty zastosowania.

Podkréli¢ nalezry, ze na poziomie rozszerzonym niski poziom wykonaBiE/4) ma rownig zadanie
11., w ktorym maturzdci musieli wykazé sie umiegtnoscia tworzenia strategii rozwkania
niewynikapcej wprost z tréci zadania. Gtéwnej przyczyny niskiego wyniku riglelopatrywa sig
w braku opanowania zagadnienia wzajemnegozeofia okegow oraz braku cakgiowej koncepcji
rozwiagzania zadania. Analiza poprawnych sposobéw rgzafiitego zadania oraz ¢gtOw najczsciej
popetnianych przez zdgjych zostata zamieszczona wgz 2. ,Problem pod lug'.

Podobnie niski poziom wykonania zadania (31%) mdamege 10., wymagage zastosowania
twierdzenia sinusoéw i twierdzenia cosinuséw doazahia obwodu tréjita.

Kolejnym zadaniem, kt6re sprawito nageej ktopotéw tegorocznym maturzystom zggim egzamin
na poziomie rozszerzonym byto zadanie 14., pozioykowania tego zadania — 33%. Matuay
zmierzyli sk w tym zadaniu z réwnaniem trygonometrycznym.

Zdajacy, ktorzy poprawnie je rozwzali, w pocatkowej fazie rozwizania stosowali albo wzér
na sumg sinusoéw albo wzory na sinus sumy oraznidy katow. Nastpnie najczsciej przeksztatcali

rownanie do nasgpujacej postaci sinx[ﬁcosx—%jz (i rozwiazywali elementarne roéwnania
trygonometryczne (przyktad 33. i 34.).

Przykiad 33.
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Zdajacy zastosowat wzOr na sereinusow, ponadto stwierdzite funkcja cosinus jest parzysta, zatem

coseg): COS%T. Nastpnie w wyniku poprawnych przeksztatceuzyskat alternatyw

elementarnych rowmigtrygonometrycznych, ktére poprawnie rozgat.

Przyktad 34.



Matematyka 45

(
/
\

3.
i

1]
i
2
[
i
i
-
|
I 1
1' |
d ¥
|
b
L
—p"
"
| %]
-
=
i
o I
—
L
-
5
A
=
o
]

£
I
EHEFAEENEEET MMEE "-Ii-h ! : -E
1T | Ll i g i
TEETAEERD S AEE i

ST I e

u Y

i 1!' | 1 || l
i
i I HEN i
s = w | Poeix = A T 1
| heelr AL SR ™
1 ke FALNEE FAEEI T A N
1 ]

|

. -

r‘!

r

[
THE

1

!

: :
SEECSRSR Ry |
T BRSO
[ cUEEEE ) 1 r 1
. y : .I fj"'r R
;-"!'I 7 R L 1

A B B '1'151‘I —+———+ " .-
INEEESEEEE ]
e e e el [T [l

Inni zdapcy analogicznie wykonywali pogtkowy etap rozwgzania, ale dalej stosowali wzor na sinus
kata podwojonego. Takie poprawne rozaania ilustrujemy przyktadami 35. i 36.
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Przyktad 35.
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Zdajacy doprowadzit réwnanie do postadin2x = sinX, a nasgpnie zapisat &y, dla ktérych
wartasci funkcji sin 2x oraz Sinx sa réwne.

Przyktad 36.
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Ten zdajcy réwniez zastosowat wzOr na sinusate podwojonego, ale w naphym etapie

rozwiagzania — wzOr na hice sinuséw, doprowadzg réwnanie do postaci iloczynu
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i poprawnie rozwjzat rownanlacos? =0, smi = (

Niektorzy zdajcy popetniali bdd polegaicy na dzieleniu obu stron réwnania przestnx
i nie rozwaali przypadkusinx = Q (przyktad 37. i 38.).

Przyktad 37.
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Innym bkdem, czsto popetnianym przez zdajch, bylo traktowanie funkcji cosinus jako funkcji

1
nieparzystej i podawanie wasth cos&l—; ):—Cosg :——2, co w konsekwencji prowadzito

1
do otrzymania kidnego réwnania elementarnegosx+§ = C (przyktad 39.).

Przyktad 39.
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Jeszcze innym, ale réwriezestym bkdem popetnianym przez zdaych, byt bhd w stosowaniu
wzoru na sum sinuséw — najegciej zdapcy pomijali liczke 2. Ten bidd tym bardziej dziwi,
ze poprawny wzor znajdujegsiv Zestawie wybranych wzorow matematycznycktérych zdajcy
moze korzysté podczas egzaminu. W przyktadzie 40. prezentujexkig tbtkdne rozwazanie.

Przyktad 40.
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Czes$¢ zdapcych, po otrzymaniu réwmaelementarnych, podawata tylko rozaénia szczegdtowe
tych rownai, pomijajac czs¢ z wielokrotndcia katan (przyktad 41.)

Przyktad 41.
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Niektorzy zdajcy, ktorzy podili si¢ rozwigzania tego zadania, popetialietty rachunkowe
skutkupce otrzymaniem niepoprawnych rowinglementarnych (przyktady 42. i 43.).

Przyktad 42.
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Zdajacy popetnit bid rachunkowy w obliczenid5£ .
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Przyktad 43.
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Zdajacy popetnit bédy rachunkowe w obliczenib‘i;—/} oraz przy wylaczaniu liczby 4 poza nawias,

. . 2 : .
podstawit bédna wartcs¢ cosinusa &ta §7T, wskutek czego jedno z otrzymanych réwnayto

sprzeczne.

Z powodu nieczytelnych zapiséw icbdhych interpretacji niektérzy zday otrzymywali rownania,
ktorych nie potrafili rozwqzac i nie doprowadzali rozwizania do kaca (przyktad 44.)

Przyktad 44.
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Maturzystom na poziomie rozszerzonym znacmudna¢ sprawito teé zadanie optymalizacyjne.
W duzym stopniu na taki wynik wphal brak umiegtnosci uzasadnianiaze wartéé minimalna jest
wartaicia najmniejsa, wyznaczania dziedziny oraz fakt opuszczenia zadpreez wysoki odsetek
zdapcych. Kolejna dia grupa zdagych byta w stanie rozwzat tylko jeden z etapow zadania.
Ten typ zadania byt wnikliwie oméwiony w ubiegtymmkiu jakoProblem ,pod lug”.

2. Problem ,pod lupa”

Zadania wymagaice tworzenia i tycia strategii — zagadnienia z geometrii analityejzn

Zadanie wymagafe wycia Ilub tworzenia strategii rozw#ania funkcjonuje w arkuszu
egzaminacyjnym dla poziomu podstawowego oraz rozemego od pocku istnienia nowej formuty
egzaminu, tji. od roku 2015. W poprawnym rogzeiniu zadania wymaggiego umiejtnosci
tworzenia strategii wyspuja state elementy: analiza zadania (Glerie relacji m¢dzy wielkascia
poszukiwag a danymi), ustalenie kolejnych krokéw prowacyrch do rozwizania (utagenie planu
dziatania), realizacja pratej strategii i weryfikacja wyniku. Chodzi o to, yalzdapcy potrafit
podzielé dany problem na kilka mniejszych problemowstkowych i nadat im takstruktug, ktora
pozwoli mu,w wyniku rozwjzania kolejnych probleméw agtkowych, rozwazac wyjsciowy
problem. Z 4 rdznica, ze na poziomie podstawowym zdey ma wykaza sie umiejtnoscia
stosowania strategii jasno wynikegj z trgci zadania, natomiast na poziomie rozszerzonym ma
zaplanowa i wykona ciag czynndci nie wynikapcy wprost z tréci zadania.

Na tegorocznym egzaminie na poziomie podstawowymedmiotem rozwzan w zadaniu 33.,
ze stosunkowo niskim poziomem wykonania — 22%, hyl@naczenie wspétezinych punktuB
bedacego jednym z kiacdédw odcinka AB, gdy dane $ wspétrzdne punktuA oraz réwnanie
symetralnej odcinkaAB. Zadanie to, oprocz dowoddw, stanowito pem&a wyzwanie dla wielu
zdapcych. Poprawne rozazanie tego zadania wymagato znajéomopojecia symetralnej odcinka
i utworzenia strategii rozwzania zadania wymagaej niewielkiej liczby krokéw. Zdagy, ktorzy
poprawnie rozwjzali to zadanie, najefciej: wyznaczali rownanie prostejAB jako prostej
prostopadtej do symetralnej o rownanyu= 3X i przechodacej przez punktA = (—18,10), nastpnie
rozwigzywali uklad réwna, w ktérym jednym z réwna byto réwnanie symetralnej, a drugim
réwnanie prostejABi w ten sposdb obliczali wspokdne srodka odcinkaAB. Kolejnym etapem
byto wykorzystanie wzorow na wspoddne srodka odcinka i zapisanie ukladu révina

z niewiadomymiXgi Y, ktérego rozwjzanie prowadzito do obliczenia wspaidnych punktiB.

Przyktadem 45. zilustrowano takie poprawne razamie.
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Przyktad 45.
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Inny zdajcy zrealizowat strategiw pocatkowej fazie w analogiczny sposob jak w poprzednim
przyktadzie, jednak po obliczeniu wsp@dnych srodka P odcinka AB, skorzystat z twierdzenia
0 punktach Igacych na symetralnej i zapisat réwadoodlegtacei punktowA i Bod punktuP.
Dodatkowo zauwa, ze wspoOtrzdne punktuB mazna obliczy krotszym sposobem korzystaj

z jednoktadnéci o skali k=-1. Ten zdajcy ma swiadoma¢ réznych drég prowadgych
do rozwigzania problemu.
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Przyktad 46.
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Zdajacy, ktorzy poprawnie rozwrali to zadanie, sto na pocgkowym etapie rozwizywania
zadania wykonywali analogicznie kroki jak w popraed przyktadzie, jednak w kolejnym etapie
rozwiazania obierali ina strategt (przyktad 47.).

Zdajacy, po wyznaczeniu réwnania prosédBi obliczeniu wspotrzdnych srodka P odcinka AB,
obliczyt dluga¢ odcinka AB. Nastpnie wykorzystat faktze punktB lezy na prosteABi zapisat
rownanie z jeds niewiadom Xg, poprawnie je rozvizat, dokonat krytycznej analizy otrzymanych
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rozwiazan [ dla poprawnie wybranego Xg obliczyt 2
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Przyktad 47.
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Jeszcze inny sposob, esto stosowany przez zdaych, polegat na obliczeniu odlegéd punktuA
od prostej y=3X, wyznaczeniu roéwnania prost&Bjako prostej prostopadiej do symetralnej

0 rownaniu y=3x i przechodzcej przez punkt A=(-18,10) oraz przygciu, ze punkt B

1 1
ma wspéirzdne (Xs. == Xs + 4), skoro ley na prostej o réwnaniy = 3 X+4,

Nastpnie zdajcy korzystat z wlasriei symetralnej do sformutowania wnioskie punktB znajduje
sig¢ w takie] samej od niej odlegio jak punkt A, co prowadzito do otrzymania
z wartccia bezwzgédna. Po rozwizaniu réwnania zdagy dokonat krytycznej oceny wyniku
i stwierdzit, ze jednym z rozwizan jest odcgta punktuA, zatem tylko drugie rozwkanie jest odeta

punktuB i dla niej wyliczyt rzdma tego punktu (przyktad 48.).
Przyktad 48.
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Niektore rozwizania zdajcych, ktorzy poprawnie rozazali zadanie 33., stanowity potwierdzenie
nie tylko umiegtnosci tworzenia strategii, ale rOwnietworzenia strategii optymalnej. Takie
rozwigzanie prezentujemy w przyktadzie 49., w ktorym zdgpj wykazat st umiegtnoscia
postugiwania s wektorami w rozwqzaniu.

Przyktad 49.
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Zdajacy obliczyt wspétrzdne srodka odcinka AB oraz wspotrzdne wektorads, skorzystat

z twierdzenia o wektorach réwnych, wykorzystatwspotrzdne w translacji punkt® o wektorSE
i otrzymatzadane wspétradne punktB.

Gdzie zatem naky upatryw& przyczyn niskiego wyniku w zadaniu, ktére nie pate do zada
szczegOlnie opuszczanych, jakz#étg z dowoddéw w arkuszu, a strategia razenia zadania @6
jasno wynikata z jego téei? Oto maliwe odpowiedzi na tak sformutowane pytanie.

Czesci maturzystow, pomimo zrozumienia istoty zagadisierznajomeéci i rozumienia symetrii
wzgledem punktu i pajcia symetralnej, popetniony dat rachunkowy uniemdiwiat otrzymanie
poprawnych wspotginych punktuB (przyktad 50.).

Przyktad 50.
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Czs$¢ zdapcych, sporzdzata tylko ilustrag graficzrm do zadania — rysowali oni ukfad

wspotrzdnych, krélili prosta o rownaniuy = 3X i prost do niej prostopad} zaznaczali punkA,
a nastpnie podejmowali prépodczytania wspohezinych punktuB z rysunku. Zrobienie ilustracji
zawierajcej jedynie tré zadania w formie graficznej nie stanowi na tyléotisego posfpu
w zadaniu, by przyhte¢ znacaco rozwazanie.

Inna, daé¢ liczna, grup zdapcych stanowili ci, ktorzy nie rozumigjpojecia symetrii wzgtdem
prostej i po przeczytaniu && zadania, kidnie interpretowali potzenie srodka odcinkaAB jako
punktu (0,0) i przyjmowali,ze punkty A i B s symetryczne wzgbem tego punktu — jak
w przyktadach 51. i 52.

Przyktad 51.
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Przyktad 52.
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Ten zdajey, jak wielu innych, potrafit poprawnie wyznaézjedynie rownanie prostej prostopadiej
do symetralnej.

Przyktadem 53. ilustrujemy ¢gte rozwizania, ktére znalazty sw pracach licznej grupy zdgych.
Nie potrafili oni wykorzystéa otrzymanych wynikéw do dalszego rozagania i kaiczyli rozwiazanie.

Przyktad 53.
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Takie rozwhzania swiadcz o braku zrozumienia téei zadania, a w szczegdokwd zrozumienia
pojecia symetralna odcinka, czego skutkiem byt brakaragpvania strategii rozezania.

Trudnym zadaniem dla tegorocznych maturzystow, ZktGorzysapili do egzaminu maturalnego
Z matematyki na poziomie rozszerzonym, bylo rowriadanie 11. (poziom wykonania zadania —
31%). Dotyczyto ono wymagez obszarlJzycie i tworzenie strategii

Aby rozwigzat zadanie, nateto opracowé strategt, ktéra doprowadzi do wyznaczenia wadio
parametrua, dla ktérych okggi o danych réwnaniach majdokiadnie jeden punkt wspdlny.
Poszczegdlne etapy rozmania wymagaty od maturzystow umngiijosci wyznaczania wspotezinych
srodkow i promieni okggow, zauwaenia dwoch przypadkow stycziwd: zewrgtrznej i wewrtrznej
obu okegdw oraz wykorzystania warunkow styczoiow obu przypadkach do wyznaczenia wéato
parametria.

Nizej zamieszczono przyktadowe poprawne razamnie zadania, w ktorym maturzysta wyznacza
najpierw wspotrzdnesrodkow i oblicza promienie obu aigéw, podaje dwa przypadki wzajemnego
potozenia okegbw o doktadnie jednym punkcie wspoélnym, i zapisp@rzebne réwnania i je
poprawnie rozwjzuje.

Przykiad 54.
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Czes¢ zdapcych nie przeprowadzita wnikliwej analizy zadanrae rozwaata przypadku styczoi
wewrgtrznej, przez co nie stworzyta vgtawej strategii rozwgzania zadania (przyktad 55.).



Przyktad 55.
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Niektorzy maturzyci przeprowadzali anakztresci zadania, jednak zapisywalicdihe zalenaosci,
jak zdajcy w przyktadzie 56., ktéry binie zapisat warunek styczitd wewretrzne;.

Przyktad 56.
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Niemata czs¢ zdapcych, ktorzy poprawnie zaplanowata sposob rezamia zadania, w aginieciu
petnego sukcesu przeszkodzity im braki w podstavabhwymiegtnosciach. Czs¢ zdapcych popetnita
btedy juz na pocatku rozwikzania przy wyznaczaniu wspaddnychsrodka okegu i konsekwentnie
do popetnionego bu rozwhzywata zadanie do koa.
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3. Whnioski i rekomendacije:

1.

Egzamin maturalny z matematyki paziomie podstawowympotwierdzit,ze maturzystom nie
sprawiaj trudndci zadania sprawdzgje pojedyncze, mato skomplikowane ungiepsci,
wymagajce wykonania jednej lub dwoéch czyriod

Najlepsze wyniki zdacy uzyskali w zadaniach zamktych, ktére sprawdzaty umigjosci:
wykorzystania interpretacji geometrycznej ukfadwmai pierwszego stopnia z dwiema
niewiadomymi, wykorzystania wzoru na&ty wyraz cigu arytmetycznego oraz wyznaczenia
wartasci pozostatych funkcji trygonometrycznych tego sgmiata ostrego znag wartGé jednej
z funkgiji: sinus lub cosinus.

Wzglednie wysoki byt réwnie odsetek zdagych, ktorzy potrafili badaréwnolegi@é prostych
na podstawie ich réwma kierunkowych oraz oblicZa prawdopodobigstwo zdarzenia
z wykorzystaniem klasycznej definicji prawdopodsisiwa w prostej sytuacji. Tym samym
potwierdza s teza, ze zdajcy oshgaja bardzo dobre wyniki w zadaniach krotkich,
wymagajcych jedynie zastosowania wzoréw.

Na poziomie rozszerzonym dla zgiajch nie bylo zadabardzo tatwych, ani nawet tatwych.
Najlepsze wyniki zdacy uzyskali w zadaniach sprawdaajch umiegtnos¢ szkicowania
wykresu funkcji z wartécia bezwzgtdng i okreslania liczby rozwazan rownania oraz obliczania
prawdopodobigstwa warunkowego.

W przypadku zadaotwartych na poziomie rozszerzonym napaze wyniki zdajcy uzyskali
za rozwihzanie zadania, w ktorym nabto wykaz& sie umiekgtnoscia zastosowania
geometrycznej interpretaciji pochodnej do wyznaaedivnania stycznej do krzywej.

Maturzyici lepiej radz sobie zrozwjzaniem zadd w ktorych naley wykorzystg znany
algorytm, ni z zadaniami wymagagymi zaplanowania strategii rozygania, modelowania
matematycznego czy uzasadnieniem postawionej tezy.

ZarObwno na poziomie podstawowym, jak i na poziomueszerzonym, egzamin ujawnit niski
poziom opanowania przez zdeych umiegtnosci z zakresu geometrii, zarowno w przypadku
geometrii pfaszczyzny (planimetrii) — w szczegdéligeometrii na ptaszczyie kartezjaskiej —
jak i geometrii przestrzennej (stereometrii). Datyd¢o gtdwnie zad@rozszerzonej odpowiedzi,
w ktorych nalealo wy¢ lub stworzy¢ strategt rozwiazania, czac w spodjm, logicznie
uporadkowary catas¢ kilka pojedynczych umiejnosci. Przyczyn niepowodze zdapcych

w takich zadaniach natg upatryw@& w umiegtnosci czytania tréci zadania ze zrozumieniem
i poprawnej jej interpretacji, ktorych to opanoveanimaliwia stworzenie cakriowej koncepcii
rozwiazania.

Na niski wynik egzaminu z matematyki najéziej znaczco wptywa brak sprawroi
rachunkowej oraz problemy 2z poprawnym wykonywanieabliczea rachunkowych.
W rozwigzaniach zadaotwartych btdy rachunkowe & popetniane przez zdgjych na kadym
etapie rozwizania, a te z nich, ktére dotycpocatkowej fazy rozwizania zadania nierzadko
w sposéb istotny utrudni@j lub wrecz uniemaliwiaja dokaiczenie rozwizania albo
doprowadzaj do otrzymania wynikow niespetnigiych warunkédw zadania. W wyniku
popetnianych hkidéw zdajcy czsto nie doprowadzaj rozwiazania do momentu, Kktory
umazliwityby rozstrzygnicie, czy zdajcy opanowat sprawdzane umigjosci potrzebne do
prawidiowego rozwizania zadania. Maturggi czsto nie potrafi wkasciwie zinterpretowa
uzyskanych wynikéw, a tym samym ujawnidjrak zrozumienia pe§ i wkasnaci obiektoéw
matematycznych.

Wyniki egzaminu maturalnego wyngie wskazui, ze najwkcej trudndci na egzaminie
z matematyki sprawiaj maturzystom zadania wymageg uzasadnienia prawdzigm tezy.
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Zadania wymagage przeprowadzenia rozumowania i przytoczenia papep argumentacii
sa znacznie ogciej od innych pomijane, adndd tych zdajcych, ktérzy podejmuaj proke ich
rozwigzania jest wielu wnioskagych o prawdziwéci tezy na podstawie sprawdzenia
poprawndci dla kilku wybranych wartei, albo nieuprawnionym przyjmowaniu szczegoélnych
zalazen o rozwaanych obiektach matematycznych.¢€p tez zdapcy pomijap istotma czesé
rozumowania lub nie podaj jakiegokolwiek komentarza w kluczowych miejscach
przedstawianego uzasadnienia.

Tegoroczny egzamin ujawnit relatywnie niski pozioomiejgtnosci rozumienia tekstu
matematycznegoSwiadcz o tym nieudane préby pagiia rozwhzania zada gdzie ju

w pocatkowej fazie tworzenia strategii rozaziania zdajcy przystpuja do rozwaania sytuacji
odmiennych od wynikagych z tréci zada.

W trakcie procesu ksztatcenia nauczyciele powiraila duze znaczenie pogikowej fazie
rozwiagzania zadania, tj. precyzyjnemu ustaleniu istogwigzywanego problemu i rozumieniu
opisanej sytuacji. Mima ¢wiczy¢ z uczniami zmiag sformutowania tr&ci matematycznej na
opis tego samego zagadnienia w innyrecy albo rozwazywanie zada, w ktérych pozornie
drobna zmiana w téei wymaga zastosowania rozumowania istotnie odnagan

Podczas lekcji naly pokazywé i wyjasnia¢ alternatywne ujcia zagadnig, ktére umaliwiaja
poprawne i szybkie rozwzanie problemu orazwiczy¢ z uczniami rozwiazywanie zadla
réznymi sposobami, ukazg tym samym rozmaité strategii rozwizywania probleméw
matematycznych.

Umiejetnos¢ uogollniania i okrélania zmiennéci wlasndci obiektow matematycznych
w zalenosci od przyjmowania rinych wartdci liczbowych jest nieziina do prowadzenia
prawidtowego wnioskowania. Wspomniane urtiepsci decyduj wrgcz o maliwosci

rozwiazania niektorych zada W trakcie procesu ksztatcenia nauczyciele powistwarza

uczniom wecej okazji do¢wiczenia umigjtnosci analizowania zmian wlaséd obiektow

matematycznych, ktére askonsekweng przyjmowania w badanych sytuacjachzmgch

mozliwych wartdci liczbowych.

W trakcie nauki naley koniecznie zwraga uwag na staranne i sprawne wykonywanie
przeksztalcé i obliczex. Nieodzowne jest weryfikowanie popravwéeo otrzymanego wyniku,
a w przypadku wynikéw niezgodnych z 4@ zadania wskazywanie i wyjaianie tych
sprzecznéci, aby ksztattowé umiegtnos¢ okreslania obiektéw matematycznych wyznaczonych
przez konkretne warfoi liczbowe.

W nauczaniu geometrii nalg zwrdcic szczeg6la uwag: na poprawa interpretacs tresci zada
i rozwazanie wigciwych figur geometrycznych oraz ich elementéw.

Zagadnieniom optymalizacyjnym warto nadav toku edukacji matematycznej aksze
znaczenie. Zwikszenie liczby przeanalizowanychznorodnych przyktadéw ni@ pozwolé
na pogt¢biom analizz i tym samym na zrozumienie istoty problemu, zwéaszw realizacji
najbardziej kluczowych etapéw rozmania, tj. wyznaczania dziedziny funkcji i uzasaahia
istnienia wartéci najwiekszej lub najmniejszej rozwanej funkcji.



