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POMORSKA LIGA ZADANIOWA ZDOLNI Z POMORZA

Konkurs dla uczniéw szkét ponadpodstawowych i ponadgimnazjalnych

wojewoddztwa pomorskiego w roku szkolnym 2019/2020
Etap | — kwalifikacyjny
Przedmiot: matematyka
SCHEMAT OCENIANIA ZADAN OTWARTYCH
Uwagi.

1. W schemacie oceniania zapisano tylko przykladowe rozwiazania.
2. Zakazdy inny poprawny sposob i pelne rozwiazanie uczen otrzymuje maksymalng
liczbe punktow.

Zadanie 1. (0-5)

Rozwigz uktad réwnan:
x2—7x+15=2y—-1
y2—6y+14=3z—-2

72 —5z+4+13 =4t -3
t?—4t+12=x—-4

Przykladowe rozwigzanie:

Dodajemy obustronnie wszystkie rOwnania i otrzymujemy:

x2—7x+15+y?—6y+14+22—5z2+ 13+t —4t+12 =
=2y—1+4+3z—-2+4t-3+x—4

Przenosimy wyrazy na lewg strong, grupujemy wg jednej zmiennej i wykorzystujemy wzory
na kwadrat r6znicy dwoch wyrazen:

réznicy dwoch wyrazen:

(x2=7x—x+15+1)+(@y?—-6y—2y+14+2)+ (z2—5z—-3z+ 13 +3)
+(t?—4t—4t+12+4)=0

(x—42+ -2+ (@ —42+(t—42=0
Poniewaz (x —4)* 20, (y—4)?20, (z—=4)?*20, (t—4)?=0,
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to suma kwadratéw wyrazen jest rOwna zero wtedy, gdy kazdy ze sktadnikow tej sumy jest rowny
Zero.

Tak wiec: (x —4)?2 =0, (y—4)2=0, (z—4)?%?=0, (t—4)%=0,
a stad otrzymujemy rozwigzanie rOwnania: x =y = z =t = 4.

Dla sprawdzenia, czy otrzymane wartosci spetniaja uktad rownan, podstawiamy je do kazdego
rownania uktadu. Otrzymujemy réwnosci falszywe.

Czyli uktad rownan jest sprzeczny.
Odp.: Uktad réwnan nie posiada rozwigzania.
Schemat oceniania

Rozwiazanie, w ktérym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego rozwigzania
.................................................................................................................... 1p.

Wskazanie metody/strategii rozwigzania uktadu rownan — albo dodanie réwnan stronami (sam zapis
lub wyjasnienie), albo wykorzystanie metody podstawiania (przynajmniej 1 podstawienie).

Rozwiazanie, w ktorym jest iStotny POStEP ...ccccevviiiriiiiiiieiiiiiiieiieiieieinieinicesionsressnnses 2 p.

Przeniesienie wyrazow rownania i przyrownanie do zera, odpowiednie pogrupowanie wyrazow,
wskazujace na kolejny etap postgpowania (czyli zastosowanie wzorow skroconego mnozenia)

Pokonanie zasadniczych trudnoSci zadania .......c.oeeivveiiieiiiiiiniiinieinionniiieetsssisssssconses 3p.
Przeksztatcenie lewej strony rownania do postaci sumy kwadratow wyrazen:
(x—4)>2+(y—-4)?+EZ-49)*+@t—-4%?=0

Rozwiazanie zadania prawie pelne albo rozwiazanie do konca, lecz z usterkami, ktore jednak nie
przekreslaja poprawnosci rozwiazania (np. bledy rachunkowe) ........c.coceveiiieiniiiiiiennnn, 4 p.

Uzasadnienie, ze sktadowe sumy sg nieujemne.
(x—4)2>0, (y—4)?=20, (z—4)?2?=0, (t—4)?%*=>0

Wyliczenie warto$ci x =y = z =t = 4. Podanie tych warto$ci jako rozwigzanie uktadu rownan —
bez sprawdzenia.

UWAGA: Nalezy uzna¢ kazdg poprawng metode rozwiqzania uktadu rownan, ktora doprowadzi do
wyznaczenia wartosci x, y, z, t . Dopuszczalny blgd rachunkowy.

Rozwiazanie Pelne .....cccooveiniiiniiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii it e e e e e e 5p.

Sprawdzenie, czy liczby wyliczone warto$ci spetniajg poszczegolne rownania uktadu, takze podanie
odpowiedzi (lub stwierdzenie), ze uktad jest sprzeczny albo ze uktad nie posiada rozwigzan.
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Zadanie 2. (0-6)

Na bokach kwadratu ABCD o boku a zbudowano wewnatrz niego trojkaty rownoboczne ABG
1 BCH. Wykaz, ze trojkat DGH jest trojkatem rownobocznym. Oblicz pole tego trdjkata.

Przykladowe rozwigzanie:
(1) Rozpatrujemy tréjkaty AGD i CHD:

= trojkaty te sg rownoramienne: |JAD| = |AG| = a oraz |CD| = |CH| = a — wynika to z konstrukcji
trojkatoéw réwnobocznych na bokach kwadratu;

» 4DAG = 4£HCD = 30° — wynika to z konstrukcji trojkatow rownobocznych wewnatrz kwadratu
na jego bokach;

= czyli AAGD = ACHD (cecha bkb);

= 7 przystawania trojkatow wynika, ze [DG| = |DH| = k (przyjmujemy oznaczenie na dlugos¢
odcinkow);

* mozna wyliczy¢ katy przy podstawie tych trojkatow: 4AGD = £4ADG = 4CDH = ACHD = 75°.

Wiemy wigc, ze tréjkat DGH jest rOwnoramienny.

(2) Rozpatrujemy tréjkaty AHD i CGD:

= 7z symetrii wzgledem osi zawierajacej wysokosci odpowiednich trojkatéw rownobocznych wynika,
ze |AH| = |DH| = k oraz |CG| = |DG| = k; 4ADH = 90° — 4CDH = 90° — 75° = 15°

= janalogicznie £CDG =90° — £ADG = 90° — 75° = 15°;

= tak wiec trojkaty sa rownoramienne o katach przy podstawach AD i CD po 15°.

(3) Rozpatrujemy katy przy wierzchotku D kwadratu:
AADH + AHDG + ACDG = 90°
15° + AHDG + 15° =90° = 4HDG = 60°

Wiemy wiec, ze trojkat DGH jest rownoramienny (ramiona DG| = |DHYJ), o kacie 60°, zawartym
miedzy tymi ramionami oraz o podstawie GH.

Moze by¢ tylko jeden taki trojkat. Trojkat rdwnoramienny DGH ma przy podstawie GH katy po 60°.
WNIOSEK: trojkat DGH jest tréjkatem réwnobocznym 0 bokach [DG| = |DH|= IGH| = k.
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(4) Obliczamy pole trojkata rownobocznego DGH.

Aby wyliczy¢ np. dlugos¢ boku DG trojkata DGH, rozpatrujemy trojkat DAG i stosujemy do niego
twierdzenie cosinusOw:

(DG)? = (AD)? + (AG)? — 2+ |AD| - |AG| - cos(4DAG)

k*=a*+a*—-2-a-a-cos(30°) = k2=2a2—2-a2-§ = |k? = a?(2-+3)

2
Korzystamy z wzoru na pole trojkata rownobocznego Py = %5 , gdzie k — bok trojkata DGH.

Podstawiamy do niego wyliczong warto$¢ k?; otrzymujemy:
a?(2—V3)V3 _ a?(2v/3-3)

Prpey = 4 4
Y . iy , . . . a?(2v3-3) .
Odp.: Trojkat DGH jest trojkatem réwnobocznym, a jego pole jest rOwne Pypgy = — gdzie

a jest bokiem kwadratu ABCD.

Schemat oceniania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego rozwiazania

....................................................................................................................... 1p.
Przedstawienie zadania w postaci rysunku, z oznaczeniami literowymi — na rysunku widoczny
kwadrat, 2 trojkaty réwnoboczne i szukany trojkat DGH.

Rozwigzanie, w Ktorym jest istotny Postep ....ccccveiniiniiniiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiie e 2 p.
Analiza trojkatow AGD i CHD — wykazanie, ze trojkaty sa rOwnoramienne i przystajgce.

LUB: analiza trojkatoéw AHD i CGD — wykazanie, ze s3 rownoramienne i przystajace.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania .......c.oevvveiiiiiiiiiiiiiiiniiiniiieiiieiiietieesisessenees 3p.
Analiza trojkatow AGD i CHD — wykazanie, ze katy przy podstawie maja po 75°

LUB: analiza trojkatow AHD i CGD — wykazanie, ze katy przy podstawie maja po 15°.

Rozwiazanie zadania prawie do KONCA ......ccvvviiniiiniiiniieniineiiniioisiosatseessessscnsommssssssses 4 p.
Analiza tréjkata DGH — wykazanie, ze trojkat jest rtOwnoboczny.

Rozwiazanie prawie pelne albo rozwiazanie do konca, lecz z usterkami, ktore jednak nie
przekreslaja poprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe) ........ccccovviiiniiiniiininnnneen. 5p.
Zastosowanie twierdzenia cosinusoOw i wyliczenie dtugosci bokow trojkata DGH.

LY AL BV 21T 112 111N 6 p.

Obliczenie pola trojkata rownobocznego DGH, podanie poprawnej wartosci pola trojkata:
a?(2y3-3)
Papen = - 1
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Zadanie 3. (0-6)

Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze w czterech rzutach symetryczng kostka szescienng do gry
suma kwadratow liczb uzyskanych oczek be¢dzie podzielna przez 4. Podaj wynik w postaci
nieskracalnego utamka.

Przykladowe rozwigzania:

Doswiadczenie — czterokrotny rzut szescienng kostka do gry.

Q - przestrzen (zbior) zdarzen elementarnych, liczba wszystkich mozliwych zdarzen elementarnych
Q] = 6*

A — zdarzenie sprzyjajace: suma kwadratow liczby uzyskanych oczek (tacznie w 4 rzutach)
bedzie podzielna przez 4

P(A) — prawdopodobienstwo zdarzenia sprzyjajacego

Przeanalizujemy teraz podzielnos$¢ przez 4 kwadratow liczb poszczegdlnych liczby oczek, jakie
wypadnag podczas rzutu kostka

12:4=0r.1 22:4=17.0
32:4=2r.1 42:4=47r.0
52:4=671.1 62:4=971.0

Tak wigc mamy 2 mozliwos$ci zdarzen sprzyjajacych zdarzeniu:

(1) Zdarzenie A1 — dowolny uktad 4 wynikow za zbioru {1,3,5} daje sum¢ kwadratow
4 dowolnych liczb podzielng przez 4

(2) Zdarzenie Az — dowolny uktad 4 wynikow ze zbioru {2,4,6} daje sume¢ kwadratow
4 dowolnych liczb podzielng przez 4

Zdarzenia A1 i Az sa roztacznie, wiec A = A1 U A, gdyz jako zbiory roztaczne spetniaja warunek

AlNA =0

Al = |4, U Ay| = |Aq| + |4,] = 3* + 3% = 81 + 81 = 162
- _lal_1e2 627 27 _ 3% _ 1

Tak wiec: P(A4) = == o Ce -GS

Odp.: Prawdopodobienstwo, ze przy 4-krotnym rzucie kostka sze$cienng suma kwadratow liczb
uzyskanych oczek bedzie podzielna przez 4, jest rowne 1/8.

Schemat oceniania

Rozwigzanie, w ktérym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego rozwiazania
......................................................................................................................... 1p

Okreslenie rodzaju doswiadczenia i wyliczenie liczebnosci przestrzeni zdarzen elementarnych Q
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Rozwiazanie, w ktorym jest iStotny POStEP ...cccvvveiiriiinieinionnioiinioestoratssssnscsisssssssanssonss 2p.

Analiza przypadkow (zdarzen elementarnych), ktore spetniaja warunki zdarzenia sprzyjajacemu A.
Rozpatrywanie reszt z dzielenia przez 4.

Pokonanie zasadniczych trudno$ci zadania ..........cccooeiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiie 4p.

Whioski dotyczace rozktadu ilosci oczek, wypadajacych przy 4 rzutach, pod katem, jaki uktad spetnia
warunek podzielnosci przez 4. Uzasadnienie 1 wskazanie 2 roztacznych zbiorow liczb: zdarzenie A; —
dowolny uktad 4 wynikéw za zbioru {1,3,5}; zdarzenie A,— dowolny uktad 4 wynikéw ze zbioru
{2,4,6}.

Rozwigzanie prawie pelne albo rozwiazanie do konca, lecz z usterkami, ktore jednak nie
przekres$laja poprawnoSci rozwiazania (np. bledy rachunkowe) ........ccoceveviieiniieinininenan, 5p.

W tym réwniez podanie odpowiedzi w postaci utamka skracalnego lub wyrazenia z potega
W mianowniku utamka.

LGV A EV AT TR (T2 11 TN 6 p.

Podanie prawdopodobienstwa zdarzenia A — w postaci utamka nieskracalnego: P(A) = é .

Zadanie 4. (0-6)

Z punktu A w kierunku do punktu B w dot rzeki wyptyneta todka i tratwa. L.odka w ciggu
8 godzin doptyne¢ta do punktu B, a nastgpnie wrocita w gore rzeki do punktu A, pokonujac
facznie trasg dtugosci 60 km. W drodze powrotnej w odlegtosci 12 km od punktu A todka
napotkata ptynaca tratwe. Z jaka predkoscia poruszata si¢ todka, a z jaka predkoscia tratwa?

Przykladowe rozwiazanie:

X — predkos¢ wiasna todki (x > 0) [kTm]

y — predkos$¢ nurtu rzeki czyli predkos¢ tratwy (y > 0) [kTm]

X + — predkosé 1odki, plynacej w dét rzeki (z punktu A do punktu B) [T
X — Yy — predkos¢ 1odki, ptynacej w gore rzeki (z punktu B do punktu A) [kTm

% — czas, w jakim todka przeptynie w dot rzeki (droga z punktu A do punktu B — 30 km)

% — czas, w jakim t6dka przeptynie w gore rzeki (droga z punktu B do punktu A)

18 C . , . .
—y czas w jakim to6dka przeplynie w gore rzeki z punktu B do momentu spotkania z tratwa (tratwa

przeptyneta wtedy 12 km od punktu A)

12 .y . \ . .
S czas, w jakim tratwa przeptynie w dot rzeki z punktu A do momentu spotkania z tratwa.
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30 30
x+y  x-y =8
Rozwigzujemy uktad rownaf: { "5, 15 12 *)

xty x-y y

x+y x-y 30 _ 12 18 8(x—y)—30 _ 12(x—y)-18y

30 _ 12 18 x-y ¥y x-y (x-y) y(x-y)
x+y y xX=y

30 30
8

Korzystamy z wtasnosci proporcji lub poprzez sprowadzenie do wspdlnego mianownika,
otrzymujemy roéwnanie z dwiema niewiadomymi:

8y(x —y) — 30y = 12(x —y) — 18y
Roéwnanie przeksztatcamy do postaci, ktora uzaleznia jedna niewiadoma od drugiej. Otrzymujemy
wtedy:

8y? _2y?

= X =
8y-12 2y-3

8xy —12x =8y? = x = (**)

Roéwnose (**) podstawiamy do dowolnego rownania uktadu (*), przeksztatcamy je:

30 30 _3 30(2y-3) . 30(2y-3)

+
2y? y 2y? _ 4y2-3y 3y
2y-3 2y-3

=8 /-%, gdziey >0

15(2y—3)
4y-3

+5R2y—-3)=4y = 152y —-3)=(4y —3)(—6y +15)

Ostatecznie otrzymujemy rownania kwadratowe niezupelne:

24y2 —48y =0 = 24y(y—2)=0

Stad: (***)y =2 lub y =0 (sprzeczne z zalozeniem zadania).

Otrzymany wynik (***) podstawiamy do zalezno$ci (**) i otrzymujemy:
222

=2.2-3° 8

X

Rozwigzaniem uktadu rownan (*) jest para liczb: {; : g

Odp.: Predkos¢ wiasna t6dki wynosita 8 km/h, a predkos¢ tratwy/pradu rzeki — 2 km/h.

Schemat oceniania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego rozwiazania
...................................................................................................................... 1p.
Przyjecie oznaczen na predkos¢ wiasnej 10dki i predkosc¢ tratwy (pradu rzeki). Zapisanie, jaka jest
predkos¢ todki z pradem i pod prad. Zapisanie 1 rownania:

12

30 30 30 18
200 g wup 4 B_L1
x+y X=y x+y xX=y y
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Rozwiazanie, w ktorym jest iStotny POStEP ...cccvvveiiriiinieiniornireetseecsnesssssssruorascsssonsisoonss 2 p.
30 30 _
L , , + -
Zapisanie uktadu roéwnan: x30y x18y 12

xty | x-y y

Pokonanie zasadniczych trudno$ci zadania ........ccccevviiiiiiniiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiniiiereeecnnnes 3p.

Dziatania na réwnaniach z uktadu réwnan — przeksztatcenie do rownania z 2 niewiadomymi.

2

Wyliczenie jednej niewiadomej w uzaleznieniu od drugiej, np. x = 233

Rozwiazanie zadania prawie do KONCa ......cocoevviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiie i eaeaees 4 p.

Podstawienie wyliczonej zmiennej do dowolnego rownania uktadu i wyliczenie wartosci jedne;j
ze zmiennych.

Rozwigzanie prawie pelne albo rozwiazanie do konca, lecz z usterkami, ktore jednak nie
przekreslaja poprawnoSci rozwiazania (np. bledy rachunkowe) .........cccoevieiiniiniiniiiaen. 5p.

Obliczenie warto$ci obu zmiennych, ale z pewnymi usterkami liczbowymi, wynikajacymi
z wezesniejszych przeksztatcen wzoréw, sumowaniu wyrazéw podobnych itp.

Rozwiazanie Pelne .....cc.ooviiniiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiitiietntetatttatannistsessesssnssns 6 p.

Podanie predkosci wtasnej todki i predkosci tratwy, wraz z jednostkami miary: predkos¢ whasna todki
x = 8 km/h i predkosé tratwy (pradu rzeki) y = 2 km/h .

Zadanie 5. (0-7)

Dany jest czworoscian foremny o krawedzi 6 cm. Wpisano w niego kule, a nastepnie w kazdy
rég czworoscianu wpisano kolejne kule, styczne do juz wpisanej kuli i trzech S$cian
czworoscianu o wspolnym wierzchotku. Z kolei w kazdy rég czworo$cianu wpisano kolejne
mniejsze kule, styczne do najblizszej juz wpisanej kuli i trzech $cian czworo$cianu o wspolnym
wierzchotku. Oblicz sume objetosci wszystkich kul wpisanych w ten czworoscian foremny.

Przvkladowe rozwiazanie:
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Kula wpisana w czworo$cian foremny jest styczna do wszystkich czterech $cian
czworos$cianu. Punktami stycznos$ci kuli 1 §cian czworo$cianu sg punkty przecigcia wysokosci
tych $cian. Punkty te sa jednocze$nie spodkami 4 wysokosci czworoscianu, opuszczonych

z wierzchotka na przeciwlegta $ciane.

Dokonujemy przekroju czworoscianu foremnego ptaszczyzna przechodzaca przez krawedz
boczng AD i1 wysoko$¢ DE $ciany bocznej BCD.

Rozwazamy jeden z 4 przypadkow: kule wpisang w czworo$cian ABCD oraz mniejsze kule
wpisane powyzej niej — sytuacj¢ t¢ przedstawia ponizszy rysunek.

D

E
Zgodnie z tre$cia zadania krawedz a = 6. Stad wysokosci §cian maja dtugosé h = 3+/3,
a odcinek |GE| = |KE| = /3.
Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata DEGO
2 2
H? + (V3) = (3V3)
mozemy wyliczyé dlugo$é wysokosci czworoscianu H = 2v/6.

Z podobienstwa trojkatow DEG 1 DKS (cecha kk) wynika, Ze:

IDG| _ |DK]| : _2 _

GEl = [sK|" gdzie |DK|=:|DE|= 24/3
2V6  2V3
N

Zatemr = ‘/Z—E

Kolejne kule beda styczne do sciany BCD czworoscianu w punktach L 1 M lezacych na
wysokosci DE $ciany boczne;j.
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Z podobienstwa trojkatow DEG 1 DOL (cecha kk) wynika, ze:

|DE| _ |DO| : _ o _5.V6 _
lGEl—lwl,gdme |IDO| + x = |DG| — 2r = 24/6 — 2 2_\/8
3\/§_\/5—x
N
Zatemng.

Z podobienstwa trojkatow DEG 1 DPM (cecha kk) wynika, Ze:

IDE| __ |DP] . _ o _p.Y6_, V6 _ V6
G = wirl gdzie |DP|+y =I|DG|—2r—2x=2V6-2-"—2-"==
V6
3v3_ 3 -
V3 y
Zatemyzg.

Obliczajac sume objetosci wszystkich kul wpisanych, uwzgledniamy jedng kule o promieniu r
oraz po cztery kule o promieniach x i y, po jednej w kazdym wierzchotku czworoscianu.

4 (VB\' 4 (VB\' 4 (V6
V=§T[<7> +4§T[<T> +4§T[<?>

3

Odp.: V = gm/g [cm3]

Schemat oceniania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego rozwiazania

................................................................................................................................... 2p.
Wykonanie rysunku, na ktorym przedstawiono sposob wpisywania kolejnych kul w czworo$cian
foremny (w postaci tréjwymiarowej lub w formie przekroju) (1 p.) i obliczenie wysokosci
czworoscianu foremnego H = 26 (1 p.).

Rozwigzanie, w Ktorym jest istotny Postep ......ccceeiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiirrreeas 3p.
Obliczenie promienia r najwigkszej kuli wpisanej w czworoscian foremny: r = \/2_8

Pokonanie zasadniczych trudnoSci zadania .......c.oeevvveiiiiiiiiiiiiinicinioinioeietiesemmesssnses 5p.

Obliczenie promienia x kolejnej kuli wpisanej w czworoécian foremny: x = ? (1p.)

Obliczenie promienia y najmniejszej z kul wpisanych w czworo$cian foremny: y = ? 1p)
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SLtUPSK

Rozwiazanie prawie pelne albo rozwiazanie do konca, lecz z usterkami, ktore jednak nie
przekreslaja poprawnoSci rozwiazania (np. bledy rachunkowe) .......cccceeiviiiiiiiiininnee.. 6 p.

Poprawna metoda obliczenia sumy objetosci wszystkich kul wpisanych w czworoscian.

ROZWIazanie Pelne .....covivreiiniiiiiiiiiiiniiiiiiiiieiieeiiretetetseetsestsestsssssssssssosnsosnsosssossssns 7p.

Obliczenie sumy objetosci wszystkich kul wpisanych w czworoS$cian: V = % /6
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