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Jerzy Paczkowski

Matematyka — konkurs w czasie pandemii

Tojuzpiataedycja Pomorskiej Ligi Zadaniowej Zdolni z Pomorza—pomimo dtugotrwa-
tej nauki zdalnej w szkotach, w zwigzku z trwajgcg pandemig, tym razem przebiegata w at-
mosferze bardziej spokojnej, bouczniowie, nauczycieleiorganizatorzy konkursu oswoili si¢
z panujacg sytuacja i skorzystali z do§wiadczen minionego roku szkolnego. Tegorocz-
na edycja PLZ Zdolni z Pomorza przeprowadzona zostala na wszystkich etapach — od

, szkolnego po wojewodzki. Jeszcze udato si¢ przeprowadzi¢ szkolny etap kwalifikacyjny
_ w formie stacjonarnej, ale pozostate etapy miaty forme online.
Tak wigc do etapu powiatowego zakwalifikowano okoto 7 % uczniow szkot podstawo-
wych (SP), rozwiazujacych zadania z matematyki na etapie szkolnym (kwalifikacyjnym)
i okoto 10 % ucznidéw szkot ponadpodstawowych/ponadgimnazjalnych (Pp/Pg). Jednak tylko nieco ponad 45%
uczniow, zakwalifikowanych do etapu powiatowego, nadestalo rozwigzania zadan z tego etapu. Na etapie wo-
jewodzkim juz bylto lepiej (87 %) — prawie wszyscy uczniowie zakwalifikowani do tego etapu wzieli udziat
w konkursie online (Tabela 1).

Tabela 1. Uczestnicy konkursu PLZ Zdolni z Pomorza 2020/2021 z matematyki

Etap Etapu Etapu Etap wojewodzki
szkolny powiatowy™* wojewodzki® Nadestane zadanie
dodatkowe
Szkoty podstawowe 1936 63 (na 141) 36 (na 41) 30
Szkoty ponadpodstawowe 1152 51 (na 111) 29 (na 36) 16
1 ponadgimnazjalne

*) wyjasnienie, np.: Zapis 63 (na 141) informuje, Zze do etapu powiatowego zakwalifikowano 141 ucznidéw, a roz-
wigzania zadan z tego etapu nadestato 63 uczniow.

Na szczeg6lng uwage zashluguje fakt, Ze na etapie powiatowym i wojewddzkim uczniowie nadsylali pra-
ce, w ktorych przedstawiali rozwigzania np. tylko kilku zadan z 5 opublikowanych na stronie internetowej
konkursu — fakt ten §wiadczy o tym, Ze uczniowie chcieli samodzielnie sprawdzi¢ si¢ ze swoich umiejetnosci
matematycznych.

Przynajmniej polowa zadan matematycznych w tegorocznej edycji PLZ Zdolni z Pomorza miata konstrukcje
dwuczeséciowa — wyniki pierwszej czesci zadania nalezato wykorzysta¢ do rozwigzania czgsci drugiej, trudniej-
szej, ktora wymagata od ucznidow bardziej kreatywnego podejscia.

PLZ Zdolni z Pomorza maja zacheca¢ uczniow do zainteresowania si¢ zagadnieniami zwigzanymi m.in.
z matematyka (z innymi obszarami wiedzy rowniez). Wlasnie na etapie powiatowym (online) uczniowie nie byli
ograniczeni czasem (cho¢ byt §cis§le wyznaczony termin nadestania pracy) i mogli wielokrotnie ,,przyjrze¢ si¢”
zadaniom, oswoi¢ si¢ z nimi, podejmowac kolejne proby rozwigzania, poszerza¢ swoja wiedz¢ matematyczna,
wspierajac si¢ przy tym dodatkowymi informacjami z danej dziedziny matematycznej (z podrecznikow, z interne-
tu, od nauczyciela). Ten etap pracy samodzielnej w pewnym sensie mial charakter tworczy,

Klopoty z zadaniami ,,na rozgrzewke” na etapie szkolnym
Zadania ,,na rozgrzewke” nie powinny sprawia¢ ktopotow. Jednakze kilka z nich dla wielu uczniow
okazaty si¢ by¢ trudnymi. Mozna jedynie domyslac sie, ktore to mogly by¢ zadania. Oczywiscie jest to wylacznie
subiektywne odczucie autora zadan.
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Zadanie 3 (SP — etap kwalifikacyjny/szkolny)

W lutym 2020 roku najstarszy z braci — Adam i najmtodszy — Hubert mieli urodziny. Dwie ostatnie cyfry w roku
urodzenia Adama tworza liczbe 3 razy mniejsza od liczby, jaka tworza dwie ostatnie cyfry w roku urodzenia
Huberta. Ile lat majg Adam i Hubert oraz $redni z braci, Bartek, jezeli wiadomo, ze w roku 2020 mieli wszyscy
trzej razem 37 lat?

Na czym polegata trudno$¢ w tym zadaniu?

Nalezato zauwazy¢, ze skoro trzej bracia mieli tacznie 37 lat, to najprawdopodobniej wszyscy urodzili si¢
w XXI wieku. Wnioskowa¢ to mozna bylo z informacji o ostatnich cyfrach w latach urodzenia Adama i Hu-
berta, czyli ze 3x = ¢. To sugerowalo, ze skoro miata by¢ spemiona ta zaleznos¢, to Adam nie mogt urodzic si¢
w XX wieku. Bracia urodzili si¢: Adam w roku 2000+x, Bartek w roku 2000+y, Hubert w roku 2000+z. Kolejnym
krokiem byto powigzanie roku urodzenia z wiekiem w 2020 roku — Adam miat wigc 2020 — (2000+x) lat, Bartek
miat 2020 — (2000+y) lat, a Hubert 2020 — (2000+¢) lat. Wszyscy trzej bracia mieli tacznie 37 lat. Rozwiazanie
zadania prowadzito do rownania liniowego z dwiema niewiadomymi, z ktérego wynikato, ze wiek Bartka to
y=4x-3. Nalezalo rozpisa¢ to w odpowiedniej tabeli, a nast¢pnie rozpatrze¢ mozliwe przypadki i w konsekwencji
wywnioskowac, ze Adam ma 16 lat, Bartek — 13 lat, a Hubert — § lat.

Zadanie 2 (Pp/Pg — etap kwalifikacyjny/szkolny)

W skarbcu krolewskim byto k£ monet. Pierwszego dnia rano skarbnik dorzucit 25 monet, a kazdego nastgpnego
ranka dorzucat o 2 monety wiecej niz dnia poprzedniego. Jednoczesnie ze skarbca krol zabieral w potudnie kaz-
dego dnia 50 monet. Oblicz najmniejsza liczbe &, dla ktorej w kazdym dniu w skarbcu byta co najmniej jedna
moneta, a nastepnie dla tej wartosci k£ oblicz, w ktorym dniu w skarbcu byta najmniejsza liczba monet.

Najszybciej 1 najtatwiej mozna bylo obliczy¢, ile monet dorzucano do skarbca krélewskiego w ciggu np.
n dni, wykorzystujac wzor na sume ciggu arytmetycznego. To pozwalato na wyznaczenie wzorem liczby monet
w skarbcu n-tego dnia: M(n) = n? — 26n + k. Na podstawie wiasno$ci funkcji kwadratowej mozna byto stwierdzic,
ze najmniejsza liczba monet w skarbcu byta 13-go dnia. To byla ta najtatwiejsza cze¢$¢ zadania, z ktorg zmierzyli
sie uczniowie — czyli policzenie, ile monet trafiato do skarbca w ciggu n dni. Dalsze rozwazania, ktérego dnia byto
najmniej monet w skarbcu oraz dotyczace tego, ze w poczatkowej fazie w skarbcu musiata by¢ jednak dostateczna
liczba monet, aby — przy okreslonych dziennych ,,dochodach” do skarbca — krol mogt wybiera¢ 50 monet kazdego
dnia, byly juz bardziej skomplikowane i wymagaly mato szkolnego spojrzenia na zagadnienie.

Zadania na etapie powiatowym

Nadestane rozwigzania zadan na etap powiatowy mozna juz analizowa¢ zar6wno pod katem stopnia trudno-
$ci, oryginalnych rozwiazan, czy tez popetnianych btgdow w rozumowaniu. Tabela 2 pokazuje, ktore z zadan byty
fatwiejsze, a ktorych zadan nie wszyscy uczniowie podjeli si¢ rozwigzywac.

Tabela 2. Dane dotyczace uczniow ze szkot podstawowych oraz ze szkot ponadpodstawowych 1 ponadgimnazjal-
nych [PLZ 2020/2021 — etap powiatowy]

Zadanie 1 | Zadanie 2 | Zadanie3 |Zadanie4 |Zadanie 5
Szkota Podstawowa (klasy 7 i 8) 6* 2% 16% 15% 21%
Piszacych na etapie powiatowym — 63 | 0,66** 0,73%%) 0,49%%) 0,41%%) 0,39%%
uczniow

0,73%%*%) 0,75%%*%) 0,66%***) 0,54%%*%) 0,59%%%)
Szkota ponadpodstawowa i ponadgim- | 0% 13% 10% 9% 13%
nazjalna

0,86%% 0,54%%) 0,62%% 0,32%% 0,54%%)
Piszacych na etapie powiatowym — 51
uczniow 0,86%*%) 0,72%*%) 0,78%*%) 0,39%*%) 0,73%*%)

* — liczba ucznidéw, ktorzy nie podjeli sie rozwigzywania tego zadania

**) _ wskaznik fatwosci zadania w odniesieniu do wszystkich piszgcych
**%) _ wskaznik tatwosci zadania tylko w odniesieniu do uczniow, ktorzy podjeli sie rozwiazywania tego zadania

INFORMATOR OSWIATOWY

11




INFORMACJE e OPINIE ¢ PROPOZYCJE 3/2021

Wsrod zadan na etapie powiatowym jako trudne okazaty si¢ nastepujace zadania:
= dla ucznidw szkot podstawowych — zadanie 5 (wskaznik tatwosci 0,39), zadanie 4 (wskaznik tatwosci 0,41)
i zadanie 3 (wskaznik tatwosci 0,49);
= dla uczniéw szkot ponadpodstawowych i ponadgimnazjalnych — zadanie 4 (wskaznik fatwosci 0,32) i ewentu-
alnie zadanie 2 lub 5 (wskaznik tatwosci 0,54).

Nie sposob przytoczy¢ przyktadowych rozwigzan zadan, cho¢by ze wzgledu na roznorodno$¢ tych rozwigzan,
rozne strategie w podejsciu do zadania, jak i pomystowos$¢ ucznidw w ,,rozgryzaniu” problemu. Dlatego ograni-
cze si¢ do wybranych zadan i do komentarza.

Zadanie 5 (SP — etap powiatowy)

Dany jest ostrostup prawidlowy czworokatny, w ktorym przekroj ptaszczyzna przechodzaca przez jego wierzcho-
fek 1 przekatng podstawy jest trojkgtem rownobocznym o polu réwnym. Przez $rodki krawedzi wychodzacych
z jednego wierzchotka poprowadzono ptaszczyzny, odcinajac w ten sposéb czesci bryty. Oblicz stosunek objetosci
otrzymanej bryly do objetosci catego ostrostupa oraz oblicz pole powierzchni catkowitej otrzymanej bryty.

S

Zdawaloby sie, ze juz wiele bylo zadan podobnych, z odcinaniem czgéci bryt i Ze to zadanie powinno by¢
tatwe w rozwigzywaniu. Pulapke dla sporej czesci uczniow stanowit zapis pola przekroju —a*v3, Zwlaszcza, gdy
uczniowie wykorzystywali wzor na pole trojkata rownobocznego — = -.»,_ W pierwszym przypadku a jest pewng
miarg (wartoscig), w drugim jest symbolem oznaczajacym bok trojkata rownobocznego. Nalezalo inaczej zapisaé
wzor na pole trojkata: p = 2E_ 23, Wtedy otrzymujemy, ze dtugo$¢ boku przekroju (trojkata rownobocznego)
jest rowna 2a. Dalej powinno bylo p6js¢ tatwiej, jesli uczen w wykorzystywanych wzorach pamigtat o zmianie
symbolu a na np. x.

Z obliczeniem stosunku objgtosci poobcinanej bryly do objetosci ostrostupa nie powinno byto by¢ problemu,
jesli wykorzystano by informacj¢ o skali podobienstwa dla objetosci bryl. Wtedy wida¢, ze odcigty ,,czubek”
z wierzchotkiem ostrostupa stanowit 1/8 objetosci ostrostupa. Z kolei 4 odcinane czesci przy wierzchotkach pod-
stawy byly jednakowe i kazda z nich stanowita potowe wspomnianego wczesniej ,,czubka” czyli 1/16 objetosci
ostrostupa. A wtedy juz bardzo tatwo byto wykaza¢, ze stosunek objetosci poobcinanej bryly do objgtosci ostro-
stupa byt rowny 5/8. Niewielu uczniéw podjeto si¢ podobnego rozumowania.

Natomiast z obliczeniem pola powierzchni poobcinanej bryly mogty by¢ problemy, gdyz w tym przypadku
potrzeba bylo troche wyobrazni, aby zauwazy¢, ktore §ciany tej bryty byty trojkatami rownobocznymi, a ktore
rownoramiennymi. Nastepnie nalezato wyliczy¢ dtugosci bokow 4 trojkatéw rownobocznych, 4 trojkatow row-
noramiennych i 2 kwadratow, a nastepnie policzy¢ odpowiednie pola i je do siebie dodac.

Zadanie 4 (SP — etap powiatowy)

W kazdy trojkat wyznaczony przez przekatna kwadratu i dwa boki tego kwadratu wpisujemy okrag. Srodki tych
okregow sg wierzchotkami nowego kwadratu. Dla tego nowego kwadratu wykonujemy analogiczng konstruk-
cje. Czynnos¢ t¢ powtarzamy do czasu, gdy uzyskamy po raz pierwszy kwadrat, ktdérego pole bedzie mniejsze
niz 1 % pola wyjsciowego kwadratu. Ile razy wykonamy t¢ konstrukcje?
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Zadanie to wymagato od uczniow wiadomosci i umiejetnosci wykraczajacych poza podstawe programowa.
Uczen musiat dos¢ swobodnie porusza¢ si¢ w zakresie dziatan na pierwiastkach, radzi¢ sobie z usuwaniem nie-
wymiernos$ci z mianownika utamka, bo to utatwiato obliczenia. Niektorzy uczniowie probowali ratowac si¢ przy-
blizeniami. Tu jednak pojawiata si¢ putapka — zbyt ,,grube” przyblizenie podnoszone do kolejnych potgg powodo-
walo, ze ich wynik mogt odbiegaé¢ od wyniku doktadnego. Inni uczniowie jeszcze nieSwiadomie tworzyli/uzywali
metody ciggu geometrycznego, niejako ,,odkrywajac” go na potrzeby zadania.

Zadanie 4 (Pp/Pg — etap powiatowy)

a) Liczby a,a,.a, ...., a_ sg kolejnymi wyrazami ciggu geometrycznego. Znajgc sumy

S= (I1+ﬂ',2+t13+ ---+ a]’! OraZT=i+i+i+"'+i
a, Y g a

oblicziloczyn | = a, -a, - az- ...~ a, . Wynik uzaleznij od S, T'i n.

Przedstaw i zapisz tok swojego rozumowania i obliczenia.
b) Przeprowadz dyskusje, czy ustalona zalezno$¢ jest prawdziwa dla dowolnego ciggu geometrycznego (a,)
i dowolnej liczby n wyrazdw. Przedstaw i zapisz tok swojego rozumowania i obliczenia.

O ile pierwsza cz¢$¢ tego zadania nie sprawila uczniom zbyt wiele trudnosci, o tyle juz druga czes¢ zazwy-
czaj miata niekompletne rozwigzanie, nie wyczerpywata wszystkich mozliwosci. Wyrazenia zapisane po lewej
i prawej stronie zaleznosci byly identyczne co do wartosci bezwzglednej. Nalezato jednak doprecyzowac, kiedy
warto$¢ bezwzgledna mozna poming¢. Najlepszym sposobem przeprowadzenia dyskusji prawdziwosci ustalone;j
zaleznosci byto zastosowanie metody analogicznej do metody zero-jedynkowej, jak przy dowodzeniu tautologii
rachunku zdan, czyli rozpisac to w odpowiedniej tabeli, tyle tylko, ze w tym przypadku nalezato uwzglgdni¢ znaki
+/-dla a,, g i parzystos¢ n.

Zadania na etapie wojewodzkim

Pomimo tego, ze etap wojewodzki konkursu przeprowadzony zostal w formie on-line, uczniowie byli ogra-
niczeni czasem na rozwigzanie zadan konkursowych (90 minut). Ten etap mozna okresli¢ jako decydujacy.
Porownanie wynikéw ucznidéw z etapu powiatowego i wojewodzkiego moze pokazywac, w jakim stopniu nastgpit
rozw0j uczniow.

Tabela 3 pokazuje, ktore z zadan byty tatwiejsze, a ktorych zadan nie wszyscy uczniowie podjeli si¢ rozwigzywac.

Tabela 3. Dane dotyczace uczniow ze szkoét podstawowych oraz ze szkot ponadpodstawowych i ponadgimnazjal-
nych [PLZ 2020/2021 — etap wojewodzki]

Zadanie 1 |Zadanie2 |Zadanie3 |Zadanie4 |Zadanie5
Szkota Podstawowa (klasy 7 i 8) 1® 9% 12% 6% 10%
Piszacych na etapie wojewodzkim 0,87%% 0,23%%) 0,31%% 0,66%% 0,29%%)
— 36 uczniow 0,91 %% 0,31%%% 0,46%%%) 0,79%%*%) 0,40%%%)
Szkota ponadpodstawowa 6™ 7% 10% 10% 2%
i ponadgimnazjalna 0,41%*% 0,48%*%) 0,27%%) 0,17%%) 0,29%%)
Piszacych na etapie wojewodzkim — 51 [ 0,52%%%) 0,63 %*%) 0,41%%%) 0,25%*%) 0,31%*%%)

* — liczba uczniow, ktorzy nie podjeli si¢ rozwigzywania tego zadania
**) — wskaznik tatwosci zadania w odniesieniu do wszystkich piszacych
**%) _ wskaznik tatwosci zadania tylko w odniesieniu do uczniow, ktorzy podjeli si¢ rozwiazywania tego zadania

Zgodnie z oczekiwaniami, wyniki, jakie uzyskali uczniowie szkot podstawowych za zadanie 1, sg wysokie.
Taki tez byt cel pomyshu na zadanie tego typu — praktyczne, o kupowaniu na targu jabtek i gruszek, ktorych ceny
ulegaly zmianie. Zadanie to wymagato ulozenia uktadu réwnan, chociaz niekoniecznie. Wielu uczniow wyko-
rzystato metode rozwigzywania zadan, jaka stosuje si¢ w klasach mtodszych. Np. ,,za 4 kg jablek i 2 kg gruszek
zaptacono 38 ztotych, innego dnia za 3 kg gruszek i 2 kg jabtek zaptacono 33 zlote” — w tak sformutowanym
zadaniu od razu zauwazamy, ze 1 kg jablek kosztowat 5 zlotych. A dalej juz byto tylko tatwiej. Wielu uczniow
zauwazylo, ze w taki spos6b mozna rozwigza¢ zadania. W zapisach zaleznosci uczniowie niekoniecznie stosowali
jako zmienne tradycyjne ,,x” 1,,y”. Jako zmienne pojawialy si¢ pierwsze literki owocow: ,,J , J , G”, albo komen-
tarz stowny, wyjasniajacy zalezno$¢ migdzy cenami za kilogram jabtek I i II gatunku oraz gruszek.
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Wsrdd zadan na etapie wojewodzkim jako trudne okazaly si¢ nastepujace zadania:
= dla uczniéw szkot podstawowych — zadanie 2 (wskaznik tatwosci 0,23), zadanie 5 (wskaznik tatwosci 0,29)
i zadanie 3 (wskaznik tatwosci 0,31);
= dla uczniéw szkot ponadpodstawowych i ponadgimnazjalnych — zadanie 4 (wskaznik tatwosci 0,17), zadanie 3
(wskaznik tatwosci 0,27) i zadanie 5 (wskaznik tatwosci 0,29).

Zadanie 2 (SP — etap wojewodzki)
W prostokatnym uktadzie wspotrzednych dany jest rownoleglobok ABCD, w ktorym:

e znane sg wspotrzedne wierzchotka A(12; — 2),

o Srodkiem boku BC jest punkt K(4; 3),

e wspohrzgdne wierzchotka B(x; y) sg liczbami catkowitymi dodatnimi i spetniajg réwnos¢

(x—y) (5+2y)=26.

Przez punkt K poprowadzono prosta prostopadta do boku BC, ktora przecieta jeden z bokéw réwnolegtoboku.
a) Wyznacz wspotrzedne wierzchotkow B, C i D 1 oblicz pole rownolegloboku ABCD.

b) Jaka cze$¢ pola rownolegtoboku ABCD stanowi wigksza jego czgs¢, odcigta przez prostopadtg do boku BC,
w punkcie K?

Zapisz swoj tok rozumowania i obliczenia.

Wydawato sie, ze to zadanie — w swej idei bardziej praktyczne — nie powinno by¢ trudnym do rozwigza-
nia. Zwlaszcza pierwsza cze$¢ zadania nie powinna byta sprawi¢ kltopotow. Do rozstrzygniecia byly jakby dwa
istotne problemy — rozwigza¢ mozliwie najprosciej rownanie z dwiema niewiadomymi i przedstawi¢ graficznie
rownolegtobok w kratowym uktadzie wspotrzednych, aby odnalez¢ wspotrzedne jego wierzchotkéw. W jednym
i drugim przypadku uczniowie nie ustrzegli si¢ bledow lub niedopatrzen. W analizie rownania nalezato zauwa-
zy¢, ze wartos¢ drugiego nawiasu jest zawsze dodatnia, tak wigc i warto§¢ pierwszego nawiasu powinna by¢ do-
datnia. Wtedy liczbe 26 nalezato rozpatrywac jako iloczyn 1126,2 113, 1312 oraz 26 i 1, przy czym 2 ostatnie
przypadki nalezato odrzuci¢, ze wzgledu na zapis w drugim nawiasie.

Druga cze$¢ zadania mozliwa byla do rozwiazania ,,na piechote”, pod warunkiem, ze uczniowie starannie
i doktadnie wyznaczyli wierzchotki rownolegtoboku i poprowadzili prostopadta do boku BC w punkcie K. Mozna
byto ,,po kratkach” uktadu wspotrzednych policzy¢ dlugosci odpowiednich bokow czy pola figur.

S S A R T S S S S T SO U S T T R S

Rysunek z modelu rozwigzan.

By ﬁ.-uw-ﬁ-f-‘u--w?-.».{:,w,;w-u =

W rozwigzaniach tej czesci zadania uczniowie najchetniej obliczali pole odcietego trojkata CKL, wyznaczajac
dtugosci jednego z bokéw i odpowiedniej wysokosci lub dlugosci dwoch bokow (jesli wykorzystali fakt, ze troj-
kat CKL jest prostokatny). A nastepnie obliczali pole pozostatej czesci rownolegloboku. Rzadko ktory z uczniow
zauwazyl, ze analizowana figura to trapez LMBK z dotgczonym paskiem rownolegtoboku DAML, Ze trojkat CKL
stanowi 1/4 ,,0krojonej” figury LMBK, a sam pasek DAML stanowi 1/6 réwnolegtoboku ABCD. Bez obliczania
pola figur mozna byto wykaza¢, ze pole wielokata KBADL stanowi 19/24 pola réwnolegtoboku ABCD.

Zadanie 5 (SP — etap wojewdédzki)

Dany jest kwadrat ABCD o boku réwnym a. Na bokach kwadratu AD 1 AB obrano odpowiednio punkty F
1 E tak, ze |4F| =;14D] 1 [4E] =<|4B]. Punkty E 1 F polaczono z punktem C, a nast¢pnie poprowadzono przekatna
BD, ktora przecigta odcinki CF i CE odpowiednio w punktach K i L. W ten sposob otrzymalismy figur¢ EFKL.

a. Wykaz, ze pole figury EFKL jest wigksze od 1/6 pola kwadratu ABCD, ale mniejsze od 1/4 pola tego kwa-
dratu.

b. Wykaz, ze obwod figury EFKL jest mniejszy od sumy dtugosci dwoch przekatnych kwadratu ABCD.
Zapisz swoj tok rozumowania i obliczenia.
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A E B
Zadanie wyglada pozornie na skomplikowane — przez duzg liczb¢ odcinkéw poprowadzonych w kwadracie,
jak tez ze wzgledu na sformutowanie ,,wykaz”.

Glownym celem bylo policzenie pola i obwodu figury EFKL, ktoéra okazata si¢ by¢ trapezem réwnoramien-
nym. Wiedzac tez, ze pole kwadratu ABCD jest rowne @, a dtugos¢ jego przekatnej jest rowna av2 | nalezato
wigc wykazaé, ze: () 26® < Pegxr <7 i (b) Obgpyy < 2aV2 . Je$li poprawnie zostato policzone pole figury EFKL,
to raczej nie powinno byto by¢ problemu z wykazaniem tej pierwszej wlasnosci. Natomiast w wykazaniu drugie;j
wlasnosci odnosnie obwodu figury pojawiaja si¢ problemy z poréwnaniem liczb niewymiernych — w koncowym
efekcie otrzymujemy, ze Ea»@ + éa»’ﬁ <2aV2 /2, po przeksztalceniach prowadzi to do nieréwnosci Y10 <5v2
Tym uczniom, ktoérzy rozwiazali t¢ cze$¢ zadania, wykazanie prawdziwos$ci nierdwnosci nie sprawito trudnosci,
gdyz wykorzystali kalkulator i poréwnywali liczby przyblizone. Ale mozna bylo tez t¢ nierownos¢ przedstawic

jako V5-V2 <5-v2,astad juz tylko dochodzito si¢ do potwierdzenia prawdziwosci, ze jednak V5 <5,

Zadanie 4 (Pp/Pg — etap wojewodzki)
a) Zalozmy, ze w trojkacie ABC dwusieczna kata przy wierzchotku A4 przecina bok BC w punkcie D. Udowod-

nij, ze jesli dla punktu S. lezgcego na dwusiecznej AD na zewnatrz trdjkata ABC, kgt wypukly BSC ma miare
90° -2, gdzie [XBAC| =@, to S jest srodkiem okrggu dopisanego do tego trojkata.

b) Na boku LM kwadratu KLMN wybrano punkt 4, a na boku MN punkt B tak, ze |[<AKB|=45°. Wykaz, ze od-
legtos¢ punktu K od prostej, przechodzacej przez punkty 4 i B, jest rowna dtugosci boku kwadratu.

Przedstaw tok swojego rozumowania.

Na etapie wojewodzkim zadanie 4 okazato si¢ dla uczniéw najtrudniejszym. By¢ moze zniechecit ich dowod
wlasno$ci geometrycznej. W czgsci (a) trudno byto oczekiwaé od ucznidw znajomosci twierdzenia o potozeniu
srodka okregu dopisanego do trojkata. Mozna jednak byto, poprzez analogi¢ do potozenia $rodka okregu wpisa-
nego w trojkat, przeprowadzi¢ ,,intuicyjnie” podobne rozumowanie, co pozwalato na przeprowadzenie dowodu.
W czesci b) zadania mozna byto wykorzysta¢ zaleznos¢ udowodniong w czesci a), ale nie wszyscy z tego sko-
rzystali. Uczniowie podawali swoje wlasne oryginalne rozwigzania, powotujac si¢ na (ich zdaniem) oczywiste
zaleznosci, ktore niekoniecznie byty prawdziwe.

Z.adania wlasne uczniow

W tegorocznej edycji zmieniono tematyke zadan wtasnych — nowoscia byto ,,praktyczne zastosowanie mate-
matyki”, bez zmian pozostala: ,,geometria wielokatow”, ,,geometria przestrzenna”.

Zmiana ta spowodowatla, ze wsréd nadestanych 46 zadaniach wlasnych (30 ze szkédt podstawowych i 16 ze
szkot rednich) az 18 zadan miato taki charakter ,,praktyczny” (SP — 10 zadan, szkoly srednie — 8 zadan) (Tabela
4). Autorzy tych zadan niemal przescigali si¢ w pomystach — opisywali proces projektowania parku, pieczenia
ciasta, budowania domoéw, nasniezania stokow, ale tez opisywali sytuacje fantastyczne (zagadnienia bliskie pro-
blematyki Stanistawa Lema, nawigzania do ,,Wtadcy pierscieni” itp.). Zadania ,,praktyczne” w swojej tresci byty
dos¢ dlugie (niemal epickie), jednak ich tre$¢ byta wciagajaca, a co dopiero proponowane rozwigzania.

I cho¢ zadania byly rézne, to zastosowano kryteria oceny, niezalezne od tresci zadan. Kryteria — podane na
stronie internetowej konkursu PLZ Zdolni z Pomorza — byty tak dobrane, aby zapewniona byta porownywalno$¢
zadan, bez wzgledu na ich problematyke i stopien trudnosci.

Wsrdd zadan praktycznych byly takie, ktore nawigzywaty do pory roku lub do aktualnych wydarzen. Ciekawe
zadanie dotyczyto nasniezania stoku na Wiezycy kilkoma armatkami produkujacymi sztuczny $nieg. W warun-
kach zadania podany byt czas pozostaty do otwarcia stoku, wymagania techniczne dotyczace grubosci pokrywy
$nieznej oraz wydajnos¢ armatek. Sztuczne nasniezanie wspomagata natura, sypigc naturalnym $niegiem. Jak
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Tabela 4. Dane dotyczace uczniow ze szkét podstawowych oraz ze szkot ponadpodstawowych i ponadgimnazjal-
nych [zadania wlasne — PLZ 2020-2021 etap wojewodzki]

Liczba punktéw (%) Typ zadania

Za mniej Za 60- Za wigcej Conajmniej | Zadanie

Liczba nadestanych zadan niz 60% 80% niz 80% Zalii aln . 2 sposoby | kilku-eta-
pkt. pkt. pkt. »SZKOIe rozwigzania powe
Szkota podstawowa (klasy 7 i 8) 17 11 b 9 6 17

Liczba nadestanych zadan — 30

Szkota ponadpodstawowa i ponad-
gimnazjalna 0 13 3 1 9 6
Liczba nadestanych zadan — 16

wida¢, samo wymys$lenie zadania, wyszukanie danych technicznych (lub ich wymyslenie) wymagato od autorki
zadania sporego naktadu pracy — zaréwno przy sformulowaniu zadania, jak i przy zaprezentowaniu rozwigzania.

Zadaniem o oryginalnej i jakze na czasie tresci, bylo zadania ucznia szkoty podstawowej, dotyczace ograni-
czen w liczbie 0sob przybywajacych w pomieszczeniach zamknigtych — w tym przypadku dotyczylo przekrocze-
nia liczby wiernych w ko$ciele podczas nabozenstwa, za co Sanepid natozyt kar¢. Do zadania dotaczony byt obrys
kos$ciota z podanymi wymiarami. Czy mozna bylo unikna¢ kary, otwierajgc na przyklad drzwi do kaplicy lub
organizujac dwie msze zamiast jednej? Zadanie nie byto trudne do rozwigzania, jednak wyrdzniato si¢ cickawa
i aktualng trescia.

Warto wymieni¢ tez zadanie o przyjeciu na 2020 osob, na ktorym urodzinowy tort dzielono wedhlug $cisle
okreslonej procedury migdzy wszystkich obecnych, stojacych w jakze diugiej kolejce. Solenizant takze ustawit
si¢ w tej kolejce 1 chcialby otrzymac¢ najwigkszy kawalek — autor zadania wyliczyt, Ze musiatby on stana¢ jako
45 w kolejce. Z kolei spoznialska 2021 osoba, ktora tez liczytaby na najwickszy kawatek tortu, miataby takg szan-
se, jesli w kolejce do tortu urodzinowego statoby od 4082421 do 4086461 0sob. Ze zadanie troche irracjonalne
i nie z tej planety, ze jakiz wielki musialby by¢ ten tort, aby obdzieli¢ wszystkich obecnych na przyjeciu — to jest
najmniej istotne. Chociaz zadanie jest podobne w swojej idei do znanych zadan z dzielenia orzechéw czy monet
miedzy kilka osob, to jednak w tym przypadku przy tak duzej liczbie 0sob do dzielonego tortu samo rozwigzanie
wymaga rozumowania z tzw. ,,wyzszej potki”.

Takich ,,rodzynkéw” wsrdd zadan wiasnych byto wiecej — pelnych fantazji, pomystowych.

Podsumowanie

Konkurs przewiduje samodzielne rozwigzywanie zadan z etapu powiatowego. Po kilku latach mozna przeko-
nac sie, ze wickszos$ci uczniom rzeczywiscie zalezy na samodzielnym rozwigzywaniu zadan — poszukujg analogii,
doksztalcajg si¢ i rozwijaja niezbedne umiejetnosci matematyczne. Zawsze jest to mozliwe do zweryfikowania na
etapie wojewodzkim.

Zesztoroczny etap wojewodzki ze wzgledu na panujaca pandemi¢ koronawirusa zostat ograniczony jedynie
do nadestania tzw. zadania dodatkowego. W tegorocznej edycji PLZ Zdolni z Pomorza organizatorzy zdecydowali
si¢ przeprowadzi¢ ten etap w formie online. Organizatorzy konkursu i sprawdzajacy zadania sg przekonani, ze
wszystkim uczestnikom etapu wojewddzkiego bardzo zalezalo na tym, aby oceniajacy uwierzyli w ich samo-
dzielng prace. Widaé to zar6wno po sposobie zapisu rozwigzan (przekre$lenia, zamazania, notatki z boku, wy-
jasnienia), jak i liczbie przysytanych zadan. Czg¢sto uczniowie nadsytali rozwigzania tylko kilku zadan, gdyz nie
wszystkie potrafili rozwigzac. Poza tym poréwnujac wyniki z etapu szkolnego, powiatowego, jak i z poprzednich
lat konkursu, mozna przesledzi¢ mozliwosci i rozwo6j ucznia. Z niektérymi nazwiskami uczniow (a wlasciwie
z ich pracami) spotykamy si¢, jak ze starymi znajomymi, rozpoznajemy ich styl zapisu i rozumowania, pewne
osobiste nalecialosci, wezytujemy si¢ w ich charaktery pisma.

Gratuluje wszystkim uczestnikom tegorocznych zmagan matematycznych na wszystkich etapach PLZ Zdolni
z Pomorza. Dzickuj¢ za podjecie proby zmierzenia si¢ z problemami matematycznymi. W szczeg6lnosci dziekuje
za arcyciekawe 1 pomystowe zadania wlasne.

Gratuluje¢ nauczycielom-opiekunom, ktérzy mobilizowali ucznidw i niejednokrotnie wspierali swych pod-
opiecznych w ich rozwoju, stuzgc im rada, wskazéwkami i pomoca.

Jerzy Paczkowski

Ekspert Pomorskiej Ligi Zadaniowej Zdolni z Pomorza w zakresie matematyki. Nauczyciel dyplomowany, doradca meto-
dyczny z matematyki, a nastepnie konsultant ODN ds. diagnozy i edukacji matematycznej w latach 1993-2018. Nauczyciel
matematyki w szkole podstawowej i w szkole sredniej. Egzaminator egzaminéw maturalnych z matematyki. Cztonek
Polskiego Towarzystwa Diagnostyki Edukacyjne;j.
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