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Matematyka — teoria, intuicja czy praktyka A‘AA

ZdolnizPomorza

Tym razem szosta edycja Pomorskiej Ligi Zadaniowej Zdolni z Pomorza — pomimo chwilowych
kréotkich przerw w nauce Stacjonarnej — przebiegata w warunkach, rzec by mozna, ,,normalnych” czyli w
formie stacjonarnej (etap szkolny i wojewodzki).

Na etapie szkolnym matematyka cieszy si¢ duzg popularnoscia, dlatego zadania sg tak skonstruowane,
aby uczniowie mogli wykazac¢ si¢ nie tylko znajomoscig teorii i biegto§cig matematyczng, ale roOwniez intuicja
1 praktycznym podejsciem do zadan. Niestety, z konieczno$ci zestaw szkolny takze petni funkcje r6znicujaca
ucznidw, chociaz w zestawie zawsze znajdujg si¢ zadania, ktore wymagaja jedynie obliczen lub praktycznego
podejscia do zagadnienia. W tej edycji to roznicowanie dato si¢ zauwazalnie odczué¢ — wielu bardzo dobrych
uczniow bylo rozczarowanych wynikami, ale tez byla spora grupa uczniéw zaskoczonych, ze zauwazono ich
niekonwencjonalne podejscie do zagadnien. Takie sg prawa konkursu.

Do etapu powiatowego zakwalifikowano okolo 7% uczniow szkét podstawowych (SP),
rozwigzujacych zadania z matematyki na etapie szkolnym (kwalifikacyjnym) i okoto 10% uczniow szkot
ponadpodstawowych/ponadgimnazjalnych (PP/PG). Tylko nieco ponad 63% wszystkich uczniow,
zakwalifikowanych do etapu powiatowego, nadestalo rozwigzania zadan, zamieszczonych na stronie
internetowej konkursu. W nadestanych pracach niekoniecznie przedstawiano rozwiazania wszystkich
zadan. Nalezy wiec przypuszczaé, ze cze$¢ uczniow chcialo sprawdzi¢ si¢ w matematyce, cho¢by w tych
zadaniach ,,pozornie” latwiejszych. Dobrze to $wiadczy o uczniach i ich nauczycielach.

Na etapie powiatowym uczniowie nie byli ograniczeni czasem — mieli kilkanascie dni, aby moc
wielokrotnie ,,przyjrze¢ si¢” zadaniom, oswoi¢ si¢ z nimi, podja¢ kolejne proby ich rozwigzania. Mogli
poszerza¢ swoja wiedz¢ matematyczng, skorzysta¢ przy tym z dodatkowych informacji z dziedziny
matematycznej (z podrgcznikdéw, z internetu), jak tez z konsultacji z nauczycielem. Ten etap pracy
samodzielnej w pewnym sensie miatl charakter tworczy. Natomiast do etapu wojewodzkiego konkursu
przystapito nieco ponad 82 % wszystkich zakwalifikowanych uczniow do tego etapu.

Ponizej przeanalizuje zadania, ktore przy intuicyjnym i bardziej praktycznym podejsciu
powinny by¢ rozwigzane przez wiekszo$¢ uczniow.

Etap szkolny a zadania ,,praktyczne” i typowo szkolne
Na etapie szkolnym — jak wczesniej wspomnialem — byly zarowno zadania latwiejsze, typowo
szkolne, moze troche na wyobraznie, jak tez i zadania nieco trudniejsze, wymagajace pewnego Szerszego
spojrzenia na problem, z wykorzystaniem wiedzy matematycznej.

Zadanie 1 (SP — etap kwalifikacyjny/szkolny) — tekst tego zadania jest dos¢ diugi, wiec tylko krétko
przedstawie.

Zadanie dotyczyto prostokatnego obszaru ziemi 0 wymiarach 12m x 6m, ktory przeznaczony zostat na ogrod
kwiatowy. Dziatke odpowiednio podzielono na 5 czeSci (kazda w ksztalcie trojkata). Na jednych nalezato
posadzi¢ krzewy, migdzy ktorymi ziemia miata by¢ obsypana korg, na innych zasia¢ trawe, a na jeszcze
innych posadzi¢ begonie. Podano koszty krzewow, begonii, trawy i kory.

Nalezato obliczy¢ koszty zatozenia tego ogrodu.

I cho¢ tekst zadania jest do$¢ dlugi, to rozwigzanie zadania sprowadzalo si¢ do odpowiedniego podziatu
dziatki, zastosowania twierdzenia Pitagorasa i obliczen. Problemem dla uczniéw bylo wilasciwe
rozmieszczenie krzewow w jednym z trojkatnych obszarow — przy niewielkich réznicach iloSciowych
uwzgledniano obliczenia ucznidow.

Zadanie 2 (PP/PG- etap kwalifikacyjny/szkolny)
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Oblicz pole obszaru wyrazonego przy pomocy uktadu nieréwnosci: { | |
y=lx—-1




Zadanie jest typowo szkolne. Uktad nieréwnosci z warto$cig bezwzgledna nalezato rozpisa¢ na bardziej
Ify—ZS%x+1, dlay =2
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przyjazny uktad: { Y +2=<3x+1, dlay <2 ysrego obrazem w uktadzie wspétrzednych byt czworokat
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ABCD o wierzchotkach A = (5; E)’ B=(0;1), C= (—5; 5), D = (8; 7). Majac dane wspotrzgdne

wierzchotkow czworokata, pole tego czworokata mozna juz byto obliczy¢ na rézne sposoby.

Etap powiatowy — zadania
Nadestane rozwigzania zadan na etap powiatowy mozna juz analizowa¢ zaréwno pod katem stopnia
trudno$ci, oryginalnych rozwigzan czy tez popetianych bledow w rozumowaniu. Ponizsza tabela pokazuje,
ktore z zadan byly tatwiejsze, a ktorych zadan nie wszyscy uczniowie podjeli si¢ rozwigzywac.

Tabela 1. Dane dotyczace uczniow klasy 7 i 8 szkoly podstawowej oraz uczniow szkot ponadpodstawowych
i ponadgimnazjalnych [PLZ 2021/2022 — etap powiatowy]

Zadanie 1 | Zadanie 2 | Zadanie 3 | Zadanie 4 | Zadanie 5
klasy 7 i 8 SP 419 37Y 39V 38v 310
Piszacych na etapie powiatowym — | 0,79? 0,682 0,702 0,522 0,402
42 uczniow 0,819 0,779 0,75% 0,58% 0,549
PP/PG 279 26 25D 260 240
Piszacych na etapie powiatowym — | 0,91? 0,762 0,732 0,712 0,672
28 uczniow 0,949 0,829 0,82% 0,77° 0,789

Legenda: 1) — liczba uczniow, ktorzy podjeli si¢ rozwigzywania tego zadania; 2) — wskaznik tatwosci zadania w
odniesieniu do wszystkich piszacych; 3) — wskaznik tatwo$ci zadania tylko w odniesieniu do uczniow, ktorzy podjeli sig
rozwigzywania tego zadania.

Na podstawie liczby poprawnych rozwigzan mozna stwierdzi¢, ze na tym etapie nie bylto zadan nazbyt
trudnych — 25 uczniéw szkot podstawowych na 42 piszacych uzyskato 60% i wigcej punktow za rozwigzanie
zadan z etapu powiatowego; natomiast 24 uczniow szkot ponadpodstawowych i ponadgimnazjalnych na 28
piszacych uzyskato 60% i wigcej punktow.

Z pewnoscig wiecej wysitku i pomystowosci wymagaty nastepujace zadania roznicujace, do rozwigzan
ktérych niezbedna byta szersza wiedza matematyczna, jak i pewna doza kreatywnos$ci uczniow:

» dla uczniéw szkodt podstawowych — zadanie 5 (wskaznik tatwosci 0,40), zadanie 4 (wskaznik tatwosSci
0,52);
» dla ucznidéw szkédt ponadpodstawowych i ponadgimnazjalnych — zadanie 5 (wskaznik tatwosci 0,67).

Nie sposob przytoczy¢ przyktadowe rozwiazania zadan, chocby ze wzgledu na réznorodnosc tych
rozwigzan, rozne strategiec w podej$ciu do zadania, ale i pomystowos$¢ ucznidéw w ,,rozgryzaniu” problemu.
Dlatego ograniczg si¢ do wybranych zadan i do komentarza w odniesieniu do tych czgsci zadan, ktore przy
intuicyjnym i bardziej praktycznym podej$ciu — przy wykorzystaniu dostepnego aparatu matematyki
szkolnej — powinny by¢ rozwiazane przez wiekszo$¢é uczniow.

Ponizej zostang przytoczone przyktadowe zadania.

Zadanie 5 (SP — etap powiatowy)

a) Wykaz/uzasadnij, ze nie dla kazdego m € N, liczba 2m3 — 8m jest podzielne przez 8. Pokaz, dla jakich
liczb to zachodzi.

b) Liczby catkowite m i n sa takie, ze m? + 9mn + n? jest podzielne przez 11. Uzasadnij, ze wowczas
m? — n? jest podzielne przez 11.

W czgéci (a) tego zadania nalezato przeksztalci¢ wymienione wyrazenie do postaci: 2m3 — 8m =
2m(m — 2)(m + 2). Wystarczyto wtedy przeanalizowa¢ wyrazenie dla meN. parzystych i nieparzystych.
Wyrazenie 2m jest zawsze parzyste dla dowolnego m czyli podzielne jest przez 2, natomiast kazde z nawiasow
(m — 2)(m + 2) jest podzielne przez 2 tylko dla parzystych liczb m czyli wtedy iloczyn obu nawiasow jest
podzielny przez 4. Tak wiec cate wyrazenie 2m(m — 2)(m + 2) jest podzielne przez 8 dla kazdej parzystej liczby
meN: — co konczy dowod. Co wigeej, wyrazenie to jest podzielne przez 16 dla kazdej parzystej liczby m.
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Sam rozktad wyrazenia na czynniki nie sprawiat uczniom ktopotu. Jednak juz sama analiza wyrazenia,
zapisanego w postaci iloczynowej, tak. Uczniowie zauwazali, ze wystarczy wykazac, iz wyrazenie m(m —
2)(m + 2) jest podzielne przez 4. Uczniowie zauwazali rowniez, ze oba wyrazenia w nawiasach rdznig si¢ o
4, wigc uznawali, ze iloczyn tych nawiasow zawsze jest podzielny przez 4. Niestety, to byl blad w
rozumowaniu, poniewaz to jest prawdziwe tylko, gdy m jest parzyste i wicksze od 2 (lub réwne 2).
Zadanie 4 (SP — etap powiatowy)

.o 8+82+83+...+8300 . . . . .
a) Wykaz, ze liczba % jest liczbg naturalng. Zapisz obliczenia.

b) Rozwiaz réwnanie (2x + 82021)2 — (2x — 82021)2 = g2022

W tym zadaniu w czesci (b) do rozwigzania réwnania nalezalo wykorzysta¢é wzory skroconego
mnozenia na kwadrat sumy i kwadrat réznicy. Ostatecznie po przeksztalceniach otrzymywano rownanie 8x -
82021 = 82022 kt4rego rozwigzaniem byto x = 1.

Problemem dla cze¢$ci ucznidow byto podnoszenie potegi do potegi i zmiana znakdéw przy opuszczaniu
nawiasow.
Zadanie 5 (PP/PG- etap powiatowy)
a) Dany jest trojkat rownoboczny ABC o boku diugosci X. Przez kazdy z wierzchotkow trojkata
poprowadzono proste rownolegte do siebie. Prosta przechodzaca przez wierzchotek A tworzy z bokiem
trojkata kat o. Odlegtosci miedzy prostymi rownoleglymi sg rowne odpowiednio a i b. Wyznacz dtugos¢
boku tego trojkata — uzaleznij je od wielkosci a i b.
b) Na trojkacie tym opisano okrag. Oblicz pole tego trojkata oraz pole kota ograniczonego tym okregiem.

W czeéci (a) nalezato sporzadzi¢ odpowiedni rysunek i znalezé zalezno$ci boku trojkata
réwnobocznego ABC o dlugos$ci x od odlegtosci a oraz b miedzy prostymi rownolegtymi. Nalezato uwzglednié¢

np. funkcje trygonometryczne dla kata a.
v

o

C
W wyniku tej analizy mozna byto otrzymac np. ponizszy uktad roéwnan:
(2=sin (E - a)

x 3
vy

- = sina

X
La—+b = sin (E + a')

x 3

Wystarczylo drugie réwnanie podnies¢ do kwadratu i zastosowaé¢ wzdér na tzw. jedynke

trygonometryczng. Po nieco dhuzszych przeksztalceniach i podstawieniach oraz zastosowaniu wzorow

trygonometrycznych otrzymujemy, ze dlugos¢ boku trojkata rownobocznego ABC jest rowna: x = %

va? + ab + b?. 1 tu zasadniczo koficza si¢ problemy ucznia, bo majac informacj¢ o boku X trojkata
réwnobocznego ABC, bez problemu mozna bylo obliczy¢ pole trojkata oraz pole kota, ograniczonego
okregiem opisanym na tym trojkacie.

Problemem dla uczniéw byto zauwazenie i zapisanie zaleznosci, odpowiadajacych katom w trojkacie
prostokatnym, ktore to trojkaty trzeba byto jakby ,,stworzy¢” niezaleznie od wykreslonego rysunku. Kolejnym
krokiem bylo podjecie decyzji, od czego zaczac.

Etap wojewédzki — zadania
W tegorocznej edycji PLZ Zdolni z Pomorza etap wojewodzki przeprowadzony zostal w formie
stacjonarnej. Najlepsi uczniowie, ktorzy zostali zakwalifikowani z etapu powiatowego do wojewodzkiego
finatu konkursu, mogli wykazac si¢, w jakim stopniu nastapit ich rozwdj w zakresie matematyki. Mozna rzec,
ze etap wojewodzki byl etapem prawdy.



Ponizsza tabela pokazuje, ktore z zadan byly tatwiejsze, a ktorych zadan nie wszyscy uczniowie
podjeli si¢ rozwigzywac.

Tabela 2. Dane dotyczace ucznidow klasy 7 i 8 szkoty podstawowej oraz uczniéw szkot ponadpodstawowych
i ponadgimnazjalnych [PLZ 2021/2022 — etap wojewodzki]

Zadanie 1 | Zadanie 2 | Zadanie 3 | Zadanie 4 | Zadanie 5

Szkota Podstawowa (klasy 7 i 8) 25Y 27Y 28Y 279 23Y
Piszacych na etapie wojewddzkim | 0,50? 0,34 0,762 0,282 0,092

— 29 uczniow 0,589 0,379 0,799 0,309 0,129
Szkota ponadpodstawowa i 209 18Y 229 229 229
ponadgimnazjalna 0,34 0,182 0,612 0,602 0,202
Piszacych na etapie wojewodzkim | 0,37% 0,229 0,61% 0,60% 0,209
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Legenda: 1) — liczba ucznidow, ktorzy podjeli si¢ rozwigzania tego zadania; 2) — wskaznik tatwosci zadania w
odniesieniu do wszystkich piszgcych; 3) — wskaznik tatwosci zadania tylko w odniesieniu do uczniow, ktorzy
podjeli si¢ rozwiazywania tego zadania.
Jak wynika z analizy wskaznika latwoS$ci zadan na etapie wojewodzkim (Tabela 2), to jako
trudne okazaly si¢ nastepujace zadania:
= dla uczniow szkot podstawowych — zadanie 2 (wskaznik fatwosci 0,34), zadanie 4 (wskaznik fatwosci 0,28)
i zadanie 5 (wskaznik fatwosci 0,09);
= dla uczniéw szkdét ponadpodstawowych i ponadgimnazjalnych — zadanie 1 (wskaznik tatwosci 0,34),
zadanie 2 (wskaznik tatwosci 0,18) i zadanie 5 (wskaznik tatwosci 0,20).
Niestety, etap wojewddzki w sposob wrecz ,,namacalnie dosadny” unaocznit, jak zawiodla intuicja i
praktyczne spojrzenie na dany problem.
Zgodnie z tym, co wczesniej zostato powiedziane, przedyskutujemy przykladowe rozwigzania
zadan, ktére nie powinny sprawié¢ klopotow uczniom.

Zadanie 1 (SP — etap wojewodzki)

W zakladzie produkujagcym kule do gier automatycznych uruchomione sg specjalne wirdwki, ktérych
zadaniem jest odrzucenie wadliwych kul. Sa 2 typy wirowek — 40 wirowek wolniejszych, 30 wirowek
szybszych. Na poczatku przed uruchomieniem wiréwek w kazdej z nich znajduje si¢ po 200 kul.
Statystycznie w ciggu minuty wirowka wykrywa i odrzuca na zewnatrz 1 kule, a do wirowki automatycznie
podawana jest kolejna porcja kul, az ostatecznie w wirdwce bedzie 500 kul. Wtedy wiréwka zatrzymuje sie.
40 wolniejszych wirowek pobiera kazdorazowo co minute po 3 kule, 30 szybszych — co minute po 4 kule.
Po ilu minutach wszystkie wirdwki przestang wirowac (zatrzymaja si¢)? Ile wadliwych kul zostato
odrzuconych? Ile kul zostato sprawdzonych?

Rozumujemy intuicyjnie! Mamy wirdowki, w ktorych na poczatku byto po 200 kul. W trakcie
wirowania wiréwki miaty si¢ dopeni¢ sie do 500 kul, czyli do kazdej miato przyby¢ po 300 kul. Co minute
do kazdej wirowki dostarczana jest ta sama porcja kul (3 lub 4 kule — w zaleznosci od typu wirdowki). Przy
czym STATYSTYCZNIE co minutg z kazdej wirdwki odrzucona jest 1 kula wadliwa. Zauwazamy, Ze sytuacja
jest dynamiczna i co minute si¢ zmienia — w wirdwkach wolniejszych co minute przybywaja 3 kule, 1 z nich
jako wadliwa zostaje odrzucona, czyli praktycznie w wirdwce zostaja 2 kule; w wirdéwkach szybszych co
minute przybywaja 4 kule i po odrzuceniu 1 wadliwej w wirdwce szybszej pozostajg 3 kule. Tak wigc na
zapelnienie wiréwki wolniejszej potrzeba 300:2 = 150 minut, a na zapekienie wirowki szybszej potrzeba
300:3 = 100 minut. Proces wirowania rozpoczyna si¢ dla wszystkich wiréwek jednoczeénie i trwa dopdki nie
zapehnia si¢ wirowki wolniejsze, czyli 150 minut.

Na podstawie wielu rozwigzan tego zadania mozna wywnioskowacé, ze nie zawsze uczniowie
rozumiejg pojecie STATYSTYCZNIE (czyli nie jest wazne, czy wirdéwka za kolejnym razem wyrzuci 1 kule
czy 2 lub wecale, ale z tresci zadania wynika STATYSTYCZNIE, Ze co minut¢ kazda wird6wka wyrzuca 1 kule
wadliwa, czyli ile minut pracuje wiréwka, tyle wyrzuci kul).

9 ucznidéw (na 29 piszgcych) uzyskato 8-10 punktoéw za rozwigzanie tego zadania. Natomiast sposrod
nich nie wszyscy poprawnie odpowiedzieli na pytanie, ile kul zostato sprawdzonych — uwzglednili w swoich
rozwazaniach tylko te kule, ktore byly dostarczane do wirowek w czasie procesu wirowania, a pomingli te
kule, ktore znajdowaty si¢ w wirdwkach przed rozpoczeciem wirowania.



Zadanie 4 (SP — etap wojewddzki)

Kwadrat ABCD o boku dlugos$ci 9 podzielono na mniejszy kwadrat KLMN i dwie
czworki przystajacych prostokatow (rysunek obok). Kazda czgs¢ ma takie samo
pole. Oblicz dtugosci bokéw prostokatow. Oblicz obwdd zacieniowanego
prostokata.

B

Przy dobrym wczytaniu si¢ w tre$¢ zadania tatwo zauwazy¢, ze pole kwadratu ABCD jest réwne 81
j.kw., czyli ze kazdy z prostokatow i mniejszy kwadrat maja pole rowne 9 j.kw. Stad wniosek, ze dtugos¢ boku
matego kwadratu KLMN jest réwna 3 j.dt.

Dalsze rozwigzanie zalezalo od tego, co zauwazyt uczen. Zamalowany prostokat, przylegajacy do
kwadratu KLMN 1 pozostate 3 przylegajace do kwadratu sg przystajace i maja rowne pola oraz boki o
dhugosciach x oraz x + 3. Pole kazdego z tych prostokgtow jest rowne X(Xx + 3) = 9. To prowadzito do
rozwigzania rownan kwadratowych. Podobne rozwazania dotyczyly 4 zewngtrznych prostokatow. W wielu
rozwigzaniach rownania kwadratowego nhie podano uzasadnienia, dlaczego jedno z rozwigzan zostato
odrzucone. Mozna tez byto nie korzysta¢ z rownan kwadratowych. Skoro wiemy, ze boki zamalowanego
prostokata maja dlugos¢ x oraz X + 3, boki kwadratu PQRS maja dtugos¢ 3 + 2x, a jego pole jest rowne 45
J-kw. (bo kazdy prostokat i kwadrat, znajdujace si¢ we wng¢trzu PQRS, ma pole rowne 9 j.kw.). Czyli ze bok
PQ tego kwadratu ma: 3 + 2x = V45 . Wyliczamy warto$¢ X i bez problemu mozemy obliczy¢ dhugosci
bokéw zamalowanego prostokata i jego obwdd. Kolejnym krokiem byto wyliczenie ditugosci bokow
zewnetrznych prostokatow (tych cienszych a dtuzszych) — jego boki maja dtugos¢ y oraz y + 2x + 3, a jego
pole jest rowne 9 j.kw. Majac warto$¢ X, wyliczamy warto$¢ Y, a stad tylko jeden krok do wyznaczenia dtugosci
bokéw zewnetrznych prostokatow.

Tylko 4 ucznidéw (na 29 piszacych) uzyskato maksymalny wynik 10 punktow.

Zadanie 1 (PP/PG- etap wojewodzki)

Dane sg 3 proste — prosta k: y = —x + 9, prosta m: x = 2 i prosta n: y = 2. Prosta m przecina prostg k
w punkcie (x;; y1), @ prosta n przecina prostg kK w punkcie (x,; y,) Wspoétrzedne tych punktow tworza dwie
skrajne liczby postaci xy, gdzie xy jest liczbg dwucyfrowa, w ktorej X jest cyfra dziesigtek, a y cyfra
jednosci. Miedzy tymi liczbami znajduje si¢ cigg kolejnych naturalnych. Na bazie tego ciggu tworzymy
kolejny ciag liczb trzycyfrowych w ten sposob, ze do wyzej wymienionych liczb dopisujemy na koncu jedng
cyfre, aby suma tych trzech cyfr byta réwna 9.

Sposrod tak powstatych liczb losujemy 3 liczby. Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania liczb, w ktorych
cyfry nie powtarzaja sie.

Zdawatoby si¢, ze zadanie jest standardowe w swojej tresci. Rozwigzanie uktadow rownan nie
sprawito problemow — wyliczone skrajne liczby to 27 i 72. Punktem wyj$ciowym do dalszych rozwazan byt
ciag liczb naturalnych: 27, 28, 29, 30, 31, ... itd. ... 67, 68, 69, 70, 71, 72. Do tych liczb nalezalo dopisa¢ na
koncu jedng cyfre taka, aby suma cyfr nowopowstalej liczby trzycyfrowej byla rowna 9. Nie bylo to mozliwe
w odniesieniu do kazdej liczby z pierwotnego ciagu. Tak utworzonych liczb trzycyfrowych byto tylko 26 —
przestrzen zdarzen Q liczyta wigc 26 zdarzen elementarnych. Do§wiadczenie losowe polegato na wylosowaniu
sposrod 26 danych liczb 3 liczb, spetniajgcych pewien warunek (cyfry miaty nie powtarzac sig). Tak wigc
zdarzeniem oczekiwanym A byto, aby w wylosowanych liczbach cyfry nie powtarzaty si¢ — zdarzeniu temu
|A] _ 133
1ol ~ 260°

Nikt nie wymagat 0od ucznidéw znajomosci symbolu Newtona i wzoru. Mozna byto problem z zadania
przedstawi¢ w postaci ,,drzewka” i wyliczy¢ prawdopodobienstwo. Wystarczyto tez podej$¢ do problemu
klasycznie — wérod 26 liczb mamy 21 sprzyjajacych zdarzeniu A, wigc prawdopodobienstwo wylosowania

sprzyjato 21 zdarzen elementarnych. Prawdopodobienstwo takiego zdarzenia jest rowne: P(A4) =

pierwszej liczby jest rowne % . Kolejny ruch — wsérdéd 25 pozostatych liczb mamy juz tylko 20 liczb
sprzyjajacych zdarzeniu, wigc prawdopodobienstwo wylosowania drugiej jest rowne % . Ostatni krok — wsrod
24 pozostatych liczb mamy juz tylko 19 liczb sprzyjajacych zdarzeniu, wigc prawdopodobienstwo
wylosowania trzeciej jest rowne ; . Stosujgc regute mnozenia, mamy ostatecznie, ze P(A) = —-—-—

26 25 24 260
Tylko 2 ucznidow (na 22 piszacych) za rozwigzanie tego zadania otrzymato 10 i 8 punktow. W

nielicznych rozwigzaniach uczniowie nie uwzglednili wyrazow skrajnych ciggu liczbowego, wigc w ich ujeciu

5



losowano 3 liczby sposrod 24 liczb (sprzyjajacych liczb wiec byto 19) — uwzgledniono to w punktacji, tyle
tylko, ze i tak prawdopodobienstwo zdarzenia byto btgdnie przez nich policzone.

Od momentu rozwigzania uktadu réwnan i ustalenia, ze skrajnymi liczbami sg 27 i 72, uczniowie
przedstawili tak r6ézne rozwigzania, z ktorych wynikato, ze nie do konca zrozumieli, na czym polegato
tworzenie ciggu liczb i doswiadczenie losowe. Spora grupa uczniow przyjela, ze ciag tworza liczby naturalne

od 270 do 720, sposrod ktorych wybierano liczby o niepowtarzajacych sie cyfrach. Wtedy wyliczano
iles tam ., . . . . .

TR Inna grupa uczniéw poprawnie ustalita zbiory Q i A, ale w dalszej
czesci zadania analizowata do§wiadczenie losowe, jakby polegalo ono na wylosowaniu jednej liczby. Stad np.

takie btedne obliczenia prawdopodobienstwa, jak: P(A) = % czy P(A) = g (jesli nie uwzgledniono skrajnych

prawdopodobienstwo: P(A4) =

liczb ciggu).

Zadanie 3 (PP/PG- etap wojewodzki)

Dany jest prostokat ABCD, w ktorym |AB|: |AD| = 2: 1. W prostokacie tym punkt E jest srodkiem boku
CD. Proste BD i AE przecinajg si¢ w punkcie F.

a) Oblicz tangensy katow trojkata DEF.

b) Jaka czes$¢ pola prostokata ABCD stanowi pole trojkata DEF?

Do analizy zadania potrzebny jest rysunek, jak ponize;j.

D G E C
a B

A B
W czgsci (a) zadania bez problemu mozna byto obliczy¢ tangensy 2 katow w trojkacie DEF. Z tekstu
zadania wynika, ze |DC| = 2 - |AD| czyli |AD| = |DE]|. Tak wigc trojkat ADE jest trojkatem prostokatnym
rownoramiennym, a wtedy kat = 45° (tg B = 1). Z kolei w trojkacie BCD mozemy wyliczy¢ tga = % = %
Wigkszym problemem bylo obliczenie warto$ci tangensa kata 8. Wielu ucznidéw zrezygnowato z tego.
Natomiast w czgéci (b) zadania nalezato np. zauwazy¢ podobienstwo trojkatow DEF i ABF o skali

2. A to by $wiadczylo, ze punkt F dzieli odcinki BD i AE w stosunku 1:2, liczac odpowiednio od punktow D
i E. Dalsze obliczenia daja ostateczng odpowiedz, ze Pppr = 1—12 *Pipcp-

To oczywiscie tylko jeden ze sposobow rozwigzania tej cze$ci zadania. Mozna byto np. umiesci¢
prostokat w uktadzie wspotrzednych, gdzie punkt A znajdowalby sie w poczatku uktadu wspoétrzednych, a
boki AB i AD prostokata ABCD lezatyby na osiach wspotrzednych Ox i Oy.

Tylko 3 uczniéw (na 22 piszacych) uzyskalo maksymalne 10 punktéw. Ale kolejnych 8 uczniow
uzyskato 7 lub 8 punktow za rozwigzanie tego zadania (najczgsciej albo zrezygnowali z obliczenia tangensa
kata 8, albo popehnili tez btedy rachunkowe).

Powyzej omowilem zadania o troche nietypowej tresci, ktore wymagaly wylacznie praktycznego
podejscia do ich rozwigzania. Co nie zawsze uczniowie potrafili dostrzec.

Trzeba natomiast przyznaé, ze zadania o charakterze ,,standardowym” (szkolne) nie sprawily
uczniom klopotow. Ponizej oméwiono dwa przykladowe.

Zadanie 3 dla SP dotyczyto akwarium o wymiarach 0,6 m, 30 cm i 4 dm, czgsciowo napetnionego
woda. Do akwarium nalezato wpusci¢ tyle rybek, aby poziom wody nie przekroczyt 11/12 wysokoSci
akwarium. Uczniowie z tatwoscia zauwazyli, ze w zadaniu nie jest okreslone, ktore wymiary oznaczajg dno
akwarium i dlatego rozpatrywali 3 r6zne przypadki w zalezno$ci od wymiarow i w konsekwencji przedstawili
3 mozliwe rozwigzania tego problemu zawartego w zadaniu. 14 ucznidow (na 29 piszacych) uzyskato
maksymalny wynik 10 punktow za zadanie.

Z kolei w zadaniu 4 dla PP nalezato rozwiaza¢ rozbudowang nieréwnos¢ podwajna:

0,125 (sin%f—x . (cos g)_Z(S_x) < L <k,

2x:logz81
dzie k = 2423425427+ . 4220174220194 52021
gazie Kk = — T T

T 1 T
sttty t 2007+ 22010 t 52027



w ktorym wartos¢ K podano w postaci utamka, zawierajgcego w liczniku i w mianowniku sumy poteg liczby
2. Nalezato wigc wykorzysta¢ wiedze dotyczaca poteg, ciagdw geometrycznych, funkcji trygonometrycznych,
logarytméw. Bez wigkszych trudnosci uczniowie przeprowadzili przeksztalcenia, ktére doprowadzity do
podwojnej nierdwnosci wykladniczej, a nastgpnie podwdjnej nierownosci jednej zmiennej: —6 + x +
2(8 — x) < x? — 4x < 2022. Pewne problemy sprawilo policzenie wyrazéw obu ciggéw geometrycznych
wystepujacych w zadaniu (2021 czy 2022 wyrazy), ale w rezultacie nie miato to wigkszego wptywu na
koncowy wynik zadania. 9 uczniéw (na 22 piszacych) uzyskato 8-10 punktow za zadanie.

Wielu uczniom zabraklo wyobrazni przestrzennej, co byto wida¢ w zadaniu nr 2 dla PP — dany
byt ostrostup prawidtowy trojkatny, w ktory wpisano walec. Problemem bylo np. przedstawienie informacji
zawartych w zadaniu w formie przekroju obu bryt. Z rysunkow uczniowskich wynikalo, ze wielu nie
zauwazylo, ze walec wpisany w ostrostup jest styczny swoja podstawa gorng do $cian bocznych ostrostupa
(punkt stycznosci lezatl na wysokosci kazdej §ciany), ale ze jest tez oddalony od krawedzi bocznej ostrostupa.
Podstawa goérna walca (czyli koto) byta wpisana w trdjkat rownoboczny, lezacy w tej samej ptaszczyznie, co
ta podstawa — tak wigc koto bylo styczne do bokow tego przekroju (trdjkata rownobocznego) w punktach,
przez ktore przechodza wysokos$ci $cian bocznych ostrostupa. W zadaniu tym mozna byto pomina¢ informacje,
ze przekrdj walca jest kwadratem o polu rownym P. Wystarczylo utatwi¢ sobie t¢ informacj¢ i przyjac, ze
wysokos$¢ h walca jest rowna dlugosci Srednicy podstawy 2r. Poza tym w zadaniu pewnym ,,utatwieniem” dla
wyobrazni przestrzennej uczniéw bylta informacja, ze $rodek kuli opisanej na ostrostupie prawidtowym
trojkatnym lezy na wysokosci tego ostrostupa.

Trudnym na obu poziomach bylo zadanie 5 — o funkcji réznicujgcej uczniow.

Zadanie 5 (SP — etap wojewodzki)
a) Dana jest liczha 116* — 1. Wykaz, ze ta liczba jest podzielna przez 960.
b) Dana jest liczba 11™ — 1, gdzie n € N. Dla jakiej warto$ci n liczba ta bedzie podzielna przez 1024?
Zadanie 5 (PP/PG- etap wojewodzki)
4_yt

a) Dane jest wyrazenie a = ————
) J WYy x2y2 [xy+2

, gdzie x, y € C (x,y sg liczbami catkowitymi).

Podaj przyktady, dla jakich wartosci iloczynu liczb X i y wyrazenie to jest liczbg wymierna.
Sprobuj uogolnié, czyli wyrazi¢ to za pomoca wzoru.

b) Dane sa liczby X, Y, ktore spetniaja warunek x” + y”7 = x3y3.
Wykaz, ze 1 — 4xy jest kwadratem liczby wymiernej. Podaj warunek, kiedy to zachodzi.

7 zadaniami tymi mogli zmierzy¢ si¢ nieliczni uczniowie. Jednak w czeséci pierwszej kazdego z tych
zadan wystarczyto skorzysta¢ z typowo szkolnych wiadomosci (zastosowanie wzoru skréconego mnozenia na
roznice kwadratow, wartos¢ liczby podpierwiastkowej i warto$¢ pierwiastka stopnia drugiego), jak tez
praktycznie (czesto intuicyjnie) podej$¢ do zagadnienia. Warto wiec, aby uczniowie wspolnie z nauczycielami
przeanalizowali jeszcze raz choéby te pierwsza cze$¢ zadania nr 5.

Zadania wlasne uczniow — propozycje

Zakres tematyczny zadan wilasnych obejmowat: (1) ,,praktyczne zastosowanie matematyki”, (2)
geometrie wielokatow, (3) geometrie przestrzenna.

Do analizy wszystkich zadan zastosowano jednakowe Kryteria oceny, podane na stronie internetowej
konkursu PLZ — mozna byto uzyska¢ maksymalnie 10 punktéw. Kryteria byly tak dobrane, aby zapewniona
byta poréwnywalno$¢ zadan, bez wzgledu na ich problematyke i stopien trudnosci. Tak wigc w odniesieniu do
tych zadan brano pod uwagg: (1) zgodnos$¢ z wykazem tematyki, zaproponowanym w tym roku szkolnym
[1p.], (2) ciekawa tres¢ zadania [1p.], (3) jasne i kompletnie przedstawione rozwiazanie [2p.], (4)
zaproponowane co najmniej dwa rézne sposoby rozwigzania [2p.], (5) oryginalne, pomystowe rozwigzanie
[2p.], (6) zadanie kilkuetapowe [1p.], (7) forma edytorska [1p.].

Tabela 3. Dane dotyczace uczniow klasy 7 i 8 szkoly podstawowej oraz uczniéw szkot ponadpodstawowych
i ponadgimnazjalnych [zadania wtasne — PLZ 2021-2022 etap wojewodzki]

Liczba punktéw (%) Typ zadania
Za mniej Za 60- Za wigcej Zadanie Co najmniej Zadanie
Liczba nadestanych zadan niz 60% 80% niz 80% " 2 sposoby kilku-
, , , ,,Szkolne . .

punktow punktéw punktow rozwigzania etapowe
klasy 7 i 8 SP
Liczba nadestanych zadan — 21 1 8 2 ! 16 10
PP/PG
Liczba nadestanych zadan — 15 2 13 0 0 - !




Tylko 11 zadan (na 36 nadestanych) miato charakter praktyczny. Na ich przyktadzie mozna bylo
zorientowac si¢ co do réznorodno$ci pomystow i wyobrazni uczniow, ktorzy do rozwigzania takich zadan
wykorzystywali swoja szkolng wiedz¢ z geometrii ptaskiej i przestrzennej. Dotyczyly one m.in.: podziatu i
zagospodarowania dziatek, remontow mieszkan, rozmieszczenia mieszkan w budynku, pakowania bombek do
pudetek w ksztalcie piramidek itp. Pozostate zadania dotyczyty wielokatow, kot i bryt.

Sposrod nadestanych zadan wiele byto oryginalnych i wykraczato poza program szkolny.

Podsumowanie

Tegoroczny konkurs PLZ byt mato litosciwy na etapie szkolnym — znalazty si¢ w nim zadania, ktore
wymagaty mato szkolnego podejscia do problemu i to spowodowato tak duze zroéznicowanie punktowe wsrod
uczniow. Jednoczesnie tegoroczny etap wojewodzki Pomorskiej Ligi Zadaniowej Zdolni z Pomorza pokazat,
jak mocno szkolna wiedza matematyczna ,,przytloczyla” myslenie intuicyjne i praktyczne podejscie do
problemow, przedstawionych w zadaniach. Ku zaskoczeniu, tatwiejsze zadania, ktore powinny dac sig¢
rozwigzaé ,,na piechote”, przysporzyly troche ktopotow. Ale tez w tych najtrudniejszych zadaniach jakby
zabraklo uczniom intuicji i pomystow. Gratuluje wszystkim uczestnikom tegorocznych zmagan
matematycznych na wszystkich etapach Pomorskiej Ligi Zadaniowej. Dzigkuje za podjgcie proby zmierzenia
si¢ z problemami matematycznymi. W szczegolnosci dzigkuje za arcyciekawe 1 pomystowe zadania wiasne.
Gratuluje nauczycielom-opiekunom, ktoérzy mobilizowali uczniow i niejednokrotnie wspierali swych
podopiecznych w ich rozwoju, stuzac im rada, wskazowkami i pomoca.
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