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Matematyka — jak wygrac z Krélowg Nauk?

Siédma edycja Pomorskiej Ligi Zadaniowej Zdolni z Pomorza” organizowana przez
Pomorski Osrodek Doskonalenia Nauczycieli w Stupsku za nami. Konczy si¢ projekt, a z nim
wieloletnie spotkania z uczniami, ktorzy wykazywali si¢ sporg wiedzg matematyczng i checig
pokonywania barier, jakie stwarzaty wcale nie tak tatwe zadania.

Wczytujac sie¢ w rozwigzania zadan, jak i w uczniowskie propozycje zadan wtasnych, mozna
bylo w ciagu tych 7 lat obserwowac rozwdj myslenia matematycznego uczniow — zwtaszcza tych,
ktorzy wielokrotnie brali udzial w konkursie. ,,Spotkania z matematyka” byly dla nich kolejnym
etapem weryfikacji swoich umiejetnosci matematycznych, kolejng przygoda. Wszyscy uczestnicy
konkursu matematycznego mogli wykaza¢ si¢ nie tylko znajomoscig teorii 1 biegloscia
matematyczng, ale rdwniez intuicjg i praktycznym podejéciem do zadan. Dato si¢ to zauwazy¢ w
tegorocznej edycji PLZ juz na etapie kwalifikacyjnym, gdy do dalszego etapu zakwalifikowala si¢
duza liczba ucznidéw, aby w kolejnych etapach pokonac innych.

Tabela 1. Uczestnicy konkursu PLZ 2022/2023 z matematyki

Etap wojewodzki

Etapu Etapu Nadestane zadanie

Etap szkolny powiatowy® | wojewodzki*)

wlasne
Szkoty podstawowe 2143 102 (na 147) 47 (na 49) 43
Szkoty ponadpodstawowe 1288 66 (na 96) 46 (na 49) 32

*) zapis 102 (na 147) informuje, ze do etapu powiatowego zakwalifikowano 147 uczniow, a zadania rozwigzywato na
tym etapie 102 uczniéw; podobne znaczenie w pozostatych zapisach.

Jak wida¢ z tabeli, prawie 70% uczniéw zakwalifikowanych do etapu powiatowego, nadestato
rozwigzania zadan, zamieszczonych na stronie internetowej. Na etapie powiatowym uczniowie nie
byli ograniczeni czasem. Mogli kilkanascie dni po$wigci¢ na rozwigzywanie przedstawionych zadan,
majac dostep do potrzebnych informacji z dziedziny matematycznej (w podrgcznikach, w tablicach,
w internecie). Przy czym w nadestanych pracach niekoniecznie przedstawiano rozwigzania
wszystkich zadan.

Z kolei prawie wszyscy uczniowie, zakwalifikowani do etapu wojewddzkiego, przystapili do
tego etapu. Natomiast znaczaca grupa uczniéw chciala zwigkszy¢ swoje szanse 1 podwyzszy¢
punktacje koncowg etapu wojewodzkiego, nadsytajac propozycje zadan wlasnych z przyktadowymi
rozwigzaniami.

Przystepujac do analizy wynikow tegorocznej edycji konkursu, warto podkreslié, ze na etapie
powiatowym i wojewddzkim wiekszo$¢ zadan byta dwuczesciowa. Obie czgsci (podpunkty a i1 b)
albo stanowily dwa odrgbne zadania, bazujace na tej samej tresci, albo tez po rozwigzaniu zadania z
podpunktu a, nalezato uzyskane informacje wykorzysta¢ do rozwigzania podpunktu b zadania. Z
zalozenia cze$¢ pierwsza takiego zadania byta tatwiejsza. Czyli dawala szanse rozwigzania cho¢
czesci zadania.

Etap szkolny a zadania ,,praktyczne” i ,,szkolne”

Na etapie szkolnym w zestawie dla szkot podstawowych pojawity si¢ 3 zadania o charakterze
praktycznym, ktorych tres¢ powinna by¢ bliska uczniom — (1) wycieczka klasowa i jej koszty, (2)
zakup gwozdzi i wkretow w ilosciach okreslonych odpowiednimi stosunkami, (3) kostka sze$cienna
o objetosci 125, z ktorej z kazdego naroza wyjeto kostki jednostkowe.
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W pierwszym zadaniu uczniowie mogli zle zrozumie¢ tre$¢ zadania — potraktowac catkowitg
wptate 92 ztotych od 1 ucznia jako DOPLATE. Ale cate rozumowanie prowadzace do obliczenia
kosztéw wycieczki klasowej bytoby podobne do modelowego. Dlatego nalezato oceni¢ wysoko,
uwzgledniajac i akceptujac w punktacji ztg interpretacje tresci wynikajace ze ztego zrozumienia.

Na etapie szkolnym w zestawie dla szkot ponadpodstawowych 3 zadania byty ,,szkolne” — (1)
wykorzystanie wiasnosci logarytmu 1 rozwigzanie rownania kwadratowego, (2) losowanie
ponumerowanych kul z 2 pojemnikéw, (4) ostrostup, ktory przecigto plaszczyzng na dwie czgsci.

Natomiast w zadaniu dla szkét ponadpodstawowych 0 podzielno$ci pewnego wyrazenia przez
64, gdy wystepujace w nim zmienne nalezaty do zbioru liczb naturalnych, w schemacie oceniania
podano czgsciowe modelowe rozwigzania. Uczniowie mieli pokazac strategie rozumowania,
uwzgledniajac 3 przypadki wartosci zmiennych (parzyste, nieparzyste). Niekoniecznie uwzgledniajac
wszystkie przypadki i wyczerpujac pelne rozwigzania. Za to mogli uzyska¢ maksymalng liczbe
punktow.

Zadania na etapie powiatowym
Nadestane rozwigzania zadan na etap powiatowy mozna juz analizowac¢ zaréwno pod katem
stopnia trudnosci, oryginalnych rozwigzan czy tez popetianych btedow w rozumowaniu.
Ponizsza tabela pokazuje, ktére z zadan byly tatwiejsze, a ktorych zadan nie wszyscy
uczniowie podjeli si¢ rozwigzywac.
Tabela 2. Dane dotyczace uczniéw klasy 7 i 8 szkoty podstawowej oraz uczniow szkot ponadpodstawowych
[PLZ 2022/2023 — etap powiatowy]

Zadanie 1 | Zadanie 2 | Zadanie 3 | Zadanie 4 | Zadanie 5
Szkota Podstawowa (klasy 7 i 8) 99%) 92%) 99*) 87*) 87*)
Piszacych na etapie powiatowym — | 0,92**) 0,77*% 0,59*%) 0,56**) 0,32*%)
102 uczniow 0,95***) | 0,85**%) | 0,61***) | 0,65*** | 0,38***
Szkota ponadpodstawowa i 66*) 57%) 57% 57%) 55%)
ponadgimnazjalna 0,80**) 0,71*% 0,64**) 0,71*% 0,61**
Piszacych na etapie powiatowym — | 0,80***) | 0,83***) | 0,74***) | 0,82*%**) | (,73***)
66 ucznidw

*) _ liczba ucznidow, ktorzy podjeli sie rozwigzywania tego zadania
**) _ wskaznik tatwosci zadania w odniesieniu do wszystkich piszacych
***) _ wskaznik tatwosci zadania tylko w odniesieniu do uczniéw, ktérzy podjeli si¢ rozwiazywania tego zadania

Na podstawie liczby poprawnych rozwigzan mozna stwierdzi¢, ze zadania nie sprawily
uczniom wigkszych trudnosci. Ogdlny poziom przedstawionych rozwigzan zadan byt wysoki (§rednia
dla SP — 63 %, dla szkot ponadpodstawowych — 69 %).

Na etapie powiatowym dla uczniow szkol podstawowych trudnym okazalo si¢ zadanie 5.
W zadaniu tym nalezato obliczy¢ pole powierzchni kolejnych kostek Mengera (czyli takich
»dziurawych” szescianow) — wskaznik tatwosci 0,38, gdy zadanie podjeto 87 uczniow. Wyjsciowa
bryla byl pelny szescian o krawedzi a, sktadajacy si¢ z 27 ,,jednostkowych” kostek szesciennych, z
ktorego wybierano kostki o krawedzi 1/3 a, potem 1/9 a i wreszcie 1/27 a. W ten sposob kolejny
szesécian byt coraz bardziej ,,dziurawy”. I tu okazato sig¢, jak operatywni moga by¢ uczniowie. Wielu
z nich siegne¢to do gotowego wzoru na pole powierzchni kostki Mengera (do pobrania z angielskiej
wersji Wikipedii).

Tak wiec w przypadku zadania 5 dla szkot podstawowych o ,,dziurawej” kostce sze$cienne;j
pojawit si¢ jakze istotny problem: ,,Jak ocenic¢ uczniowskie rozwigzania zadania 5?” Czy premiowaé
operatywno$¢ kilkunastu ucznidow i1 gotowe wzory, do ktorych wystarczylo podstawi¢ odpowiednie
dane? Czy tez zmudne wieloetapowe analizy ucznidéw, ktorzy takze chcieli obliczy¢ powierzchnie
kostki Mengera, i ktorzy ,,uruchomili” swojg wyobrazni¢ przestrzenng? OdpowiedZ mogta by¢ jedna
— przede wszystkim nalezato zweryfikowa¢ modelowa punktacje i przyja¢ taka, ktoéra zréwnywataby
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oba typy rozwigzan do pewnego poziomu. Czyli za podanie gotowego wzoru i przeprowadzenie
obliczen lub wyliczenie ,,na piechot¢” powierzchni kolejnej kostki uczen mogt uzyskaé 6 punktow
na 10 mozliwych.

Natomiast zadania etapu powiatowego dla uczniow szkét ponadpodstawowych nie sprawity
im wielu problemow.

Wsrod zadan dla szkél ponadpodstawowych bylo zadanie 3 bardziej o charakterze
praktycznym — dany byl skwer w ksztalcie kwadratu, do obsadzenia begoniami i bratkami oraz
obsiania trawg. Czeéci skweru wydzielono, kreslac z kazdego wierzchotka skweru tuki, rowne
dhugosci boku kwadratu, dzielac w tej sposdb skwer na 9 réznych czgéci. Nalezato obliczy¢, jaka
powierzchnie beda miaty poszczegdlne czesci skweru. Wiekszos¢ uczniow ponumerowata te czesci
— jedna cze$¢ centralna, 4 czegSci przylegajace do niej 1 4 czgdci ,,zewnetrzne”. Nastepnie
przeprowadzono analize, budujac uktad réwnan, ktorego zmiennymi byly cze$ci ponumerowane.
Niewiele byto natomiast rozwigzan klasycznych, wykorzystujacych np. funkcje trygonometryczne,
podobienstwo, twierdzenie Pitagorasa.

W koncowych obliczeniach tego zadania nalezato uwzgledni¢ podane w zadaniu przyblizenia:
~ 3% I v3 = 1,73. A to juz w wielu pracach uczniow prowadzito do btgdow rachunkowych w
dzialaniach na utamkach zwyktych i dziesigtnych.
Zadania na etapie wojewdédzkim

W tegorocznej edycji Pomorskiej Ligi Zadaniowej na etapie wojewodzkim pojawily si¢ 2
zadania weryfikujace strategie myslenia ucznidéw na etapie powiatowym. Nawigzywaly one do
zadania o kostce Mengera (szkota podstawowa) i zadania praktycznego ze skwerem (szkota
ponadpodstawowa) — byty to odpowiednio zadanie 4 SP i zadanie 3 PP.

Wskazniki tatwosci dla tych zadan moga by¢ zaskakujace.

Ponizsza tabela pokazuje, ktore z zadan byly latwiejsze, a ktorych zadan nie wszyscy
uczniowie podjeli si¢ rozwigzywac.

Tabela 3. Dane dotyczace uczniéw klasy 7 i 8 szkoly podstawowej oraz uczniow szkét ponadpodstawowych
[PLZ 2022/2023 — etap wojewodzki]

Zadanie 1 | Zadanie 2 | Zadanie 3 | Zadanie 4 | Zadanie 5
Szkota Podstawowa (klasy 7 i 8) 47%) 44%) 47%) 43%) 40%
Piszacych na etapie wojewddzkim | 0,58**) 0,39*% 0,47*% 0,33*% 0,17*%
— 47 ucznidw 0,58***) | 0,42**%) | 0,47*** | 0,36***) | 0,20***
Szkota ponadpodstawowa i 45%) 45%) 42%) 41%) 31%
ponadgimnazjalna 0,28*%) 0,49*%) 0,45*%) 0,29%%) 0,04*%)
Piszacych na etapie wojewddzkim 0,28%**) 0,50%**) 0,50%**) 0,33***) 0,05***)
—46

*) — liczba uczniéw, ktorzy podjeli si¢ rozwigzywania tego zadania
**) _ wskaznik tatwosci zadania w odniesieniu do wszystkich piszacych
***) _ wskaznik tatwosci zadania tylko w odniesieniu do uczniéw, ktérzy podjeli si¢ rozwiazywania tego zadania

W zadaniu 4 dla szkél podstawowych na etapie wojewddzkim zndéw chodzito o kostke
Mengera, do ktorej doczepiono w narozach kazdej Sciany kostke o krawedzi 3 razy mniejszej. Na
nizszy wynik mialo wptyw zte zrozumienie tresci zadania. Wielu uczniow byto przekonanych, ze z
narozy kostki Mengera wyjeto sze$cianik, a w to miejsce wstawiono kostk¢ o krawedzi 3 razy
mniejszej. Jezeli powierzchnie wigkszej 1 mniejszej kostki byty poprawnie obliczone, to t¢ btedna
interpretacje tresci zadania nalezato uwzgledni¢ jako pozytywny element rozwigzania.

Jesli porownamy wskazniki wszystkich zadan z etapu wojewodzkiego dla szkot
ponadpodstawowych, to wlasnie zdanie 3 dla szk6l ponadpodstawowych miato najlepszy wskaznik
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tatwosci. Mozna przypuszczaé, ze wilasnie ,.trening” nad podobnym zadaniem z etapu powiatowego
przyczynit si¢ do tego, ze to zadanie 3 miato najlepszy wynik.

Absolutnym zaskoczeniem byly rozwigzania zadania 1 dla szkél ponadpodstawowych,
ktore w modelowym schemacie rozwigzania uznane byto jako najlatwiejsze. W zadaniu tym nalezato

obliczyé prawdopodobienstwo, Ze na zegarze w postaci [ ][ ]:[ ][ ] w formacie 24-godzinnym na

ekranie telefonu komorkowego pokazywany bedzie czas, w ktorym wystgpiag rozne cyfry. Jednym z
btedow bylo niezauwazenie, ze w formacie tym nie ma godziny 24:00 czyli ze nie ma tez godziny
24:01 itd., a minut¢ przed poinocag mamy godzine 23:59, po ktorej juz jest godzina 0:00, jak tez
niezauwazenie, ze zadna z pelnych godzin nie jest np. w postaci 14:60. W poprawnych rozwigzaniach
przedstawiono 2 metody — zmiany oczekiwanego czasu wzgledem np. pelnych godzin lub wzgledem
dziesigtkow godzin (0,1,2).

Z kolei zadanie 5 dla szkoét ponadpodstawowych o dwoch kulach, na ktorych opisano
stozek, a potem poprowadzono przekroje stozka dwiema ptaszczyznami réwnolegtymi do podstawy,
pokazato po raz kolejny, ze uczniowie posiadajg stabg wyobrazni¢ przestrzenng i nie potrafig
zobrazowac¢ graficznie problemu.

Podsumowanie

Niestety, etap wojewodzki (powiatowy réwniez) w sposob wrecz ,,namacalnie dosadny”
unaocznil, jak zawiodla intuicja 1 praktyczne spojrzenie na dany problem, jak tez, ze uczniowie maja
problemy z postrzeganiem przestrzennym i przedstawieniem w postaci graficznej zagadnien z
geometrii przestrzennej .

Analizujac zaprezentowane przez uczniow rozwigzania zadan — nie tylko z ostatniego
konkursu, ale rowniez z poprzednich w 7-letnim cyklu PLZ — mozna zauwazy¢, jak mocno szkolna
wiedza matematyczna ,,przytloczyta” myslenie intuicyjne 1 praktyczne podejscie do problemow.
Moze to wina przetadowanego programu matematyki w klasach 4-8 szkoty podstawowej 1 w szkotach
ponadpodstawowych. A moze pewne braki we wczesnoszkolnej edukacji matematyczne;.

Gratulujg¢ wszystkim uczestnikom tegorocznych zmagan matematycznych na wszystkich
etapach Pomorskiej Ligi Zadaniowej. Dzigkuje za podjecie proby zmierzenia si¢ z problemami
matematycznymi. W szczegdlnosci dzigkuj¢ za arcyciekawe 1 pomystowe zadania wlasne.

Gratuluj¢ nauczycielom-opiekunom, ktorzy mobilizowali uczniow 1 wspierali swych
podopiecznych w ich rozwoju, stuzac im rada, wskazéwkami i pomoca.

PLZ 2022/2023: Matematyka — jak wygrac z Krélowa Nauk?

Czyli o niektdrych zadaniach...
Nie sposob omowi¢ wszystkie zadania z tegorocznej edycji Pomorskiej Ligi Zadaniowe;.

Przede wszystkim omowione zostang zadania, dla ktérych rozwigzania potrzebna jest krytyczna
analiza informacji, zawartych w zadaniu, umiejetno$¢ graficznego przedstawienia problemu —
zarowno w zadaniach tatwych, jak i tych trudniejszych.

Zadanie 1 [SP etap szkolny]

W klasie VI a, liczacej 26 uczniow, zaplanowano wycieczke krajoznawcza do Stowinskiego Parku
Narodowego. Kazdy z uczniow mial do oplacenia 1/3 kosztow wycieczki. Tydzien przed
wyjazdem okazato sig, ze koszty wycieczki wzrosty o 15 % 1 w rezultacie kazdy z ucznidéw musiat
wplaci¢ 92 zlote za udziat w wycieczce. Jaki byt poczatkowo catkowity koszt wycieczki klasowej
i 0 ile zlotych drozsza byta ostatecznie ta wycieczka?
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Rozumowanie jest nastepujace:

= Skoro kazdy uczen miat do zaptacenia 1/3 kosztéw wycieczki, a ostatecznie kwota ta wynosita
92 zlote, to znaczy, ze w rezultacie koszt wycieczki wynosit 276 ztotych na kazdego ucznia.

= Skoro koszty wycieczki wzrosty o 15 %, to znaczy, ze 276 ztotych to 115% pierwotnych
kosztéw wycieczki. Wyliczajac z proporcji, otrzymujemy, ze pierwotny koszt wycieczki wynosit
240 ztotych na kazdego ucznia.

= Czyli ostateczny koszt wycieczki klasowej wynosit: 276 x 26 = 7176 ztotych. A poczatkowo
planowany koszt wycieczki wynosit: 240 x 26 = 6240 ztotych.

» Tak wigc ostatecznie klasowa wycieczka byla drozsza o: 7176 — 6240 = 936 zlotych.

Zadanie 1 [PP etap szkolny]

Wyznacz dziedzing funkcji f(x) = log, [1 + logi(x% — 5x + 6)].
2

Zadanie jest typowo ,,szkolne”, w ktorym trzeba wykorzysta¢ wlasnosci logarytmu, rozpatrujac
wlasnos$¢ dotyczaca wyrazenia logarytmowanego (w tym przypadku wyrazenia wewnatrz nawiasu
zwyktego, a nastepnie kwadratowego):

D Z{XER: (x2—=5x+6)>0i [1+logl(x2—5x+6)] >0}
2

Wiadomo, ze skoro utamkowa podstawa logarytmu jest mniejsza od 1, to funkcja jest malejaca i te
wlasno$¢ nalezalo begdzie wykorzysta¢ przy rozwigzywaniu drugiej nierownosci.
(x* =5x+6) >0 xe(—00,2) U (3, +)
[1 + log:(x? — 5x + 6)] S {logg(xz —5x+6)> log% 2 =
2

{xe(—w, 2) U (3,+0)
xe(1,4)
Tak wigc dziedzing funkcji jest zbior

D ={x € R:(1,2) U (3,4)}

= |xe(1,2uG4 |

Zadanie 4 [PP etap szkolny]
Dany jest ostrostup prawidtowy trojkatny, w ktorym krawedz podstawy ma dtugos¢ a 1 krawedz
boczna jest od niej trzy razy dtuzsza. Narysuj ten ostrostup oraz zaznacz na nim przekrdj ostrostupa
plaszczyzng przechodzaca przez krawedz podstawy 1 srodek przeciwleglej krawedzi boczne;.
a) Oblicz pole tego przekroju.
b) Wykaz, ze obie czeSci ostrostupa, powstate z przecigcia plaszczyzng przekroju, maja
jednakowa objetosc.

Dla wlasciwego rozwigzania zadania nalezy problem przedstawi¢ w formie graficznej.
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Dane:
|AB| = |BC| = |CA| = a
|AS| = |BS| = |CS| = 3a

3
|CK|=|KSM:§a

Szukane:
Pask =?

Vasck = ?

Vagks = ?

Celem zadania bylo obliczenie pola przekroju, ale takze wykazanie, Ze ptaszczyzna przekroju dzieli
ostrostup na 2 czgséci o rownych objetosciach. Czyli w tym ostatnim przypadku chodzito o
przeprowadzenie takiego mniej sformalizowanego dowodu, wykorzystujacego odpowiednie
obliczenia.

Rozumowanie jest nastepujace:

Pole przekroju czyli pole trojkata ABK obliczymy z wzoru na pole trojkata: Pygx = % - |AB| -
IME|
Wysokos¢ MK jest przeciwprostokatng trojkata prostokatnego MLK, w ktorym:
|ML|=E.|Mc|=Z.a_\/§=ﬂ§ |KL|=1|50|=a78

3 3 2 3 2 6
prostokatnego SOC

, gdzie SO obliczamy z trojkata

av10

2
a?\10
4

Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata MLK otrzymujemy, ze: |[MK| =

Pole trojkata ABK (przekroju) jest rowne: Pygx = % |AB| - |[KM| =

Majac wczesniej obliczong wysokos$¢ ostrostupa |SO| = a\;ﬁ , mozemy obliczy¢ objetosé
3
ostrostupa prawidtowego trojkatnego ABCS, korzystajac z wzoru: Vypes = % +Pypc - 10S| =2 1\/2%

Natomiast jak porownamy ostrostupy ABCS 1 ABCK, zauwazamy, ze sg to ostrostupy o tej samej
podstawie, a r6znig si¢ jedynie wysoko$ciami: |KL| = % |SO|. Czyli objetos¢ ostrostupa ABCS jest
dwa razy wigksza od objetosci ostrostupa ABCK. A stad prosty wniosek, ze ptaszczyzna ABK
dzieli ostrostup ABCS na dwie czgsci o jednakowych objetosciach.

Zadanie 5 [SP etap powiatowy]

Kostka Mengera jest szescianem.

Kostka Mengera powstaje w nastepujacy sposob: Dany jest sze$cian. Tniemy go na 27 sze§ciandw
rownej wielkosci plaszczyznami rownolegtymi do jego $cian. Z kazdej $ciany usuwamy sze$cian
srodkowy oraz taki sam sze$cian, znajdujacy si¢ wewnatrz (w $rodku) bryty — jak widaé na
przyktadzie pierwszej bryty na rysunku.

Rozpatrujemy teraz szesciany, ktore pozostalty w bryle, i dla kazdego z nich prowadzimy podobne
rozumowanie czyli wycinamy odpowiednie sze§cianiki. Mozemy tak robi¢ w nieskonczonos¢. Na
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rysunku ponizej widaé, jak kolejno zmienia si¢ sze$cian wyjsciowy, gdy wycinamy mniejsze
sze$ciany.

Nasz szeScian wyjsciowy ma krawedz, ktorej dtugos¢ jest rowna a. Oblicz, jaka powierzchni¢ ma
druga bryla, widoczna na rysunku, a jakg powierzchnie ma trzecia bryla.

“\“
-

NS
~

Zrodlo (kostka): Anton Vrdoljak, Kristina Mileti¢, Nadela fraktalne geometrije i primjene u arhitekturi i gradevinarstvu —

https://www.researchgate.net/figure/Slika-4-Prve-tri-iteracije-Mengerove-spuzve-kocke-kojoj-je-obujam-0-a-

oplosje-36_figd 334397901; dostep 24.11.2022 1.

Rozumowanie jest nastepujace:

Szeécian wyjéciowy o krawedzi a — wtedy pole powierzchni P, = 6a2.

Bryla pierwsza z rysunku:

= Szedcian wyjsciowy dzielimy na 27 szesScianikow o krawedzi % .

* Przeprowadzamy procedure wyjmowania szescianow o krawedzi réwnej g Wtedy zostaje 20
szescianow o krawedzi réwniej % . W bryle wyj$ciowej mamy 6 otworow — z kazdym wyjetym
sze$cianikiem ,,znikal” kwadrat o krawedzi réwnej % , ale w kazdym z otworow na 6 Scianach
pojawialy si¢ 4 dodatkowe/widoczne $cianki kwadratowe o krawedzi rowne;j g

= Wtedy pole pierwszej ,,dziurawe;j” bryly (jak na rysunku powyzej) jest rowne:

2 2 2
P=6a?—6-1-(5) +6-4-(%) =6a+18-% = 8a?
= Pierwsza ,,dziurawa” bryla sktada si¢ teraz z 20 szescianikéw o krawedzi % .

Bryla druga z rysunku:

* Tym razem ,,wyjSciowym” szeScianem jest pierwsza ,,dziurawa” brylta, ktora sktada si¢ z 20
sze$cianikoéw o krawedzi % Przeprowadzamy podobne rozumowanie, jak dla bryly pierwszej, dla
kazdego z tych 20 sze$cianikow.

= Po powierzchni tej byly wynosito: P, = 13 % - a?

Bryla trzecia z rysunku:
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= Rozumowanie podobne do poprzednich prowadzito obliczenia powierzchni trzeciej bryty, ktéra

. . 184
wynosita ostatecznie: P; = 24% - q?

Byty rézne podejscia do obliczenia objetosci 1 pola powierzchni kolejnych bryt.

Rozwigzania tego zadania, jakie przedstawili uczniowie, byly obszerne i szczegotowe.
Zdecydowanie tatwiej bylo obliczy¢ powierzchnig pierwszej bryty. Przy drugiej bryle potrzeba byto
wigcej wyobrazni — nalezalo jakby przenie$¢ rozumowanie dotyczace pierwszej bryty na 20
mniejszych kostek, tworzacych brytg druga. Nawet przy btedach rachunkowych, jak tez pominigcia
niektorych $cianek, premiowana punktowo byta twoércza analiza problemu.

Kilkunastu uczniéw przedstawito gotowy wzor na obliczenie tych powierzchni. Takim
propozycjom przyznawano mniejszg liczbg punktow.

Zadanie 1 [PP etap wojewodzki]

Na ekranie telefonu komoérkowego podawany jest czas w formacie 24-godzinnym — widoczne sg
godziny i minuty w postaci [ ][ ]:[ ][ ]. Jakie jest prawdopodobiefistwo, Ze na telefonie pojawi

sie czas, w ktorym godziny i minuty beda przedstawione za pomoca réznych cyfr?

Zadanie w modelowym schemacie oceniania uznane byto za tatwe. Najczgséciej uczniowie
przedstawiali 2 podejscia do rozwigzania problemu: (1) dla konkretnych godzin dobierano
odpowiednio cyfry minut, aby spetnione byly warunki zadania, (2) albo dla ,,dziesiatkow” godzin,
np.0 ,1 ,2 , dobierano cyfry,,jednostek” godzin i minut.

W wielu przypadkach problemem byto okreslenie, ile jest mozliwych wszystkich przypadkow
pokazywania czasu na zegarze w komorce, czyli ze bylto ich 1440.

Rozumowanie jest nastepujace:

Doswiadczenie losowe (Q) — czas pokazywany przez zegar na komorce: |Q| = 24 - 60
Zdarzenie oczekiwane (CZ) — czas pokazywany przez zegar na komorce, w ktorym beda rézne
cyfry.
W dalszej analizie poddamy nastgpujace zdarzenia:
= zdarzenie A — czas pokazywany jako godziny, ktore majg rozne cyfry czyli 2 roztaczne
zdarzenia A1 i Ay, dla ktorych A1 + Ay =Aoraz A; NA, = Q.
= zdarzenie B — czyli czas pokazywany jako minuty, ktore rdznig si¢ cyframi, ale tez r6znig

si¢ cyframi od czasu pokazywanego jako godziny czyli 2 roztaczne zdarzenia B 1 Ba.
A; ={01,02,03,04,05,10,12,13,14,15,20,21,23}, n(4;) =13
A, ={06,07,08,09,16,17,18,19}, n(4,) =8
Aby pokazywany czas miat rozne cyfry, to:
= dlazdarzenia A1 dobierana jest 1 cyfra sposrod 4 cyfr dziesigtek minut oraz 1 cyfra
sposrod 7 jednosci minut, czylin(B,) =4-7
= dlazdarzenia A2 dobierana jest 1 cyfra sposrdd 5 cyfr dziesigtek minut oraz 1 cyfra
spos$rod 7 jednoSci minut, czylin(B,) =5-7
Wtedy:
n(A;) -n(By) + n(A;) -n(B;)
Q]

P(CZ) =
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13-4-7+8-5-7 28-(13+10) 28-23 161
24 - 60 ~ 24-60  24-60 360
Zadanie 2 [PP etap wojewddzki]
X1 +x, +x3 =15
Xy +x3+x4 =21
X3+ x4 + x5 =27°
X1+ x4+ x5 =23
rozwigzania roOwnania spetniajg warunek: x; + x4 < x1 + x5, + x5 < 25

P(CZ) =

Rozwigz uktad réwnan: jezeli wiadomo, ze x4, X5, X3, X4, X5 € C, i ze

Uktad 4 rdwnan zawierat 5 zmiennych. A to powinno byto sugerowac, ze nalezy ktdra§ zmienng
uzalezni¢ od pozostatych, rozszerzajac np. uktad do 5 rownan.
Uczniowie przedstawili do$¢ dhugie rozwigzania, przeksztatcajac, dodajac 1 odejmujac stronami
poszczeg6lne rownania. W koncowej fazie rozwigzania wykorzystywali nieréwnos¢ (podang jako
warunek dla uktadu rownan), aby przeprowadzi¢ analize uktadu 2 nieréwnosci z jedng zmienna,
podstawiajac swoje wyliczenia do uktadu nieréwnosci:

X3 + x4 < X1+ X5 + X5

{x1+x2+x5 <25

Metoda ta wymagata wielu przeksztalcen, podczas ktérych tatwo byto o pomytke. Jednak w wielu
przypadkach dawata efekty, czyli pozadane rozwigzanie uktadu rownan.
Rozumowanie jest nastepujace:

sumujemy stronami rownania tego uktadu i otrzymujemy:
2xq1 + 2x, + 3x3 + 3x4 + 2x5 = 86
2(x1 + x5 + x5) +3(x3 +x,) = 86
Zgodnie z podanym warunkiem zadania, dotyczacym rozwigzan uktady réwnan, przyjmujemy, ze:
a=x;+x,+x5 1 b=x3+x,,gdzieb<a<25ia,b €C,
Otrzymujemy rownanie z 2 niewiadomymi: 2a + 3b = 86, skad b = 83—6 — %a (**).

Budujemy tabelg, aby ,,dobra¢” odpowiednie wartosci a 1 b, spetniajace rownos¢ (**), czyli
uzalezni¢ zmienng b od zmiennej a:

a<25 24 23 [ 22 | 21 | 20| 19 | 18 17 16 15
b < 86 2.24_38 40 14 44 46 16 50 52_171 54_18 56—182
1373 TR T 3 | 3 3 | 3-""3] 3" 3 "3

Réwnose jest spetniona dla par liczb:

a=22 a=19
{b — 14 U {b =16

. (x1 + x5 + x5 =22 {x1+x2+x5=19

Stad otrzymujemy: {x3 +x, =14 lub X5+ x, =16

Otrzymanie réwnania dotagczamy do uktadu réwnan (*) — w ten sposdb mamy do rozwigzania 2
uktady, sktadajace si¢ z 6 rownan z 5 niewiadomymi:

fxl+x2+X3:15 (x1+xZ+X3:15

Xy +x3+x4 =21 Xy, +x3+x4 =21

X3+ x4 +x5 =27 X3+ x4 +x5 =27
lub

X1+ x4 + x5 = 23 X1+ x4 + x5 = 23

X1+ x5 + x5 = 22 X1 +x, +x5 =19

kx3+x4: 14’ kx3+x4:16

Uktady te mozna rozwigzywac na rozne sposoby.
Np. z porownania rownania Il i VI mamy, ze: x, =7 lub x, =5;
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z porownania rownania II11 VI mamy, ze: x5 =13 lub x5 = 11 itd.

Tak wigc po przeksztatceniach i obliczeniach, ostatecznie rozwigzaniem uktadu réwnan (*) sg dwie

piatki liczb:
X1 = 2 (xl =3
Xy =17 X, =5
X3 = 6 lub x3=17.
X4 = X4 = 9
kxs = 13 x5 =11

Zadanie S [PP etap wojewddzki]

Na kulach o promieniach R, i R, stycznych zewngtrznie opisano stozek. Przez punkty stycznosci
kul do powierzchni bocznej stozka poprowadzono ptaszczyzny rownolegte do podstawy stozka.
Oblicz pole powierzchni bocznej tak powstalego stozka $cietego, ktorego podstawami sg okregi
utworzone przez punkty stycznosci kul z powierzchnig boczng stozka.

W zadaniu tym najwigkszym problemem byto graficzne przedstawienie problemu — najpro$ciej byto
wykresli¢ przekroj osiowy stozka z wpisanymi w niego kulami 1 zaznaczy¢ na nim przekroje
ptaszczyznami (tu widoczne beda jako proste rownolegte). Z kolei na rysunku nalezalo dostrzec
trojkaty podobne i przeanalizowa¢ zachodzace miedzy bokami tych trojkatow.

Przekrojami stozka sg kota, ktorych promienie zaznaczone sg na rysunku jako odcinki rq, 7.

Przyjmujemy oznaczenia:

C AABC

— trojkat réwnoramienny bedacy przekrojem osiowym stoz
C — wierzchotek stozka

R, R, —
o p;omzienie kul, na ktorych opisano stozek, zaktadamy, ze R; ]
D5 R,
o 04, 0, — $rodki kul, na ktérych opisano stozek
> 51,5,
! — Srodki podstaw stozka Scietego powstatego w wyniku prz
E :';-' 51 11,7, — promienie podstaw stozka $cietego, gdzie r; > 1,
o D — punkt styczno$ci mniejszej kuli z powierzchnig boczna
stozka,

E — punkt styczno$ci wigkszej kuli z powierzchnig boczna
A g, B stozka

|CE| =1, |CD|=1,,|IDE| =1, -1,

|E51| == T‘l, |E01| == Rl' |DSZ| = TZ, |D02| == R2

Plaszczyzny przekroju dzielg stozek na 3 czegsci — 1 stozek (podobny do wyjsciowego) 1 2 stozki
$cigte. Zadaniem jest obliczenie pola powierzchni bocznej stozka $cigtego ograniczonego kotami i
promieniach r;, r, (kota sg podstawg dolng i gorng tego stozka Scigtego).

Powierzchnia boczna stozka $cigtego bedzie wyrazala si¢ wzorem:
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Py, = niryl; — nyl,
Analizujemy trojkat AF0,0, , skad mamy:
|FO,| = |DE| =1, — 15, |FO.| = Ry — Ry, |0:0;] =Ry + R;
Wykorzystujemy twierdzenie Pitagorasa i po przeksztatceniach otrzymujemy, ze:
L=l =|F0;| = 2\RiR,

Dostrzegamy trojkaty podobne:
A CEOqy, A CDO2, A ES104, A DS;02, AF0,0,
dla ktorych przeprowadzamy analiz¢ zaleznosci migdzy odpowiednimi bokami — dla
AF0,0,~AES,0, ,AF0,0,~ADS,0,, AFO,0,~ACEO;.
Przy odpowiednich przeksztatceniach otrzymujemy, ze:
l, = 2Ry/Rafz L, = 2Rz\/R1R;

R1— Ry R1— Rz
Podstawiamy wyznaczone wielkos$ci do wzoru na powierzchni¢ boczng stozka $cigtego:

p _7_[(2R1,/R1R2 2R1\/R{R;  2R,/R{R; ZRZ,/RlRZ) - 4R,3R,—4R,3R, - 4R Ry (R1%2-R,?)
= . _ . - . N

Ri+ R, Ri— Ry Ri+ R, Ri— R, R12—R,2 o R12—R,2

Ostatecznie pole powierzchni bocznej stozka $cigtego, ograniczonego ptaszczyznami przekroju,
jestrowne: P, = 4mwR{R,
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